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Resumo
Neste trabalho, descrevemos os mecanismos de gerac¸a˜o de uma massa dinaˆ-
mica para o gluon no regime na˜o perturbativo da QCD. Ale´m disso, analisamos
o impacto que essa gerac¸a˜o de massa do gluon aliada ao comportamento do
ghost, que permanece na˜o massivo no regia˜o na˜o perturbativa, causa em outras
func¸o˜es de Green fundamentais da QCD. A partir das equac¸o˜es de Schwinger-
Dyson, apresentamos um formalismo teo´rico generalizado para lidar com a
gerac¸a˜o de massa para o gluon em teorias de Yang-Mills. A construc¸a˜o central
se baseia na ac¸a˜o combinada das identidades de Ward satisfeitas pelos ve´rtices
na˜o perturbativos (dentro do esquema PT-BFM) e uma identidade especial,
chamada identidade de seagull, nos diagramas que compo˜em a equac¸a˜o de
Schwinger-Dyson do propagador de gluon. O resultado dessas considerac¸o˜es
e´ que o gluon permanece rigorosamente na˜o massivo, desde que os ve´rtices
na˜o contenham polos. Quando tais polos sa˜o incorporados aos ve´rtices da
teoria, os termos se combinam de tal forma que a aniquilac¸a˜o total de diver-
geˆncias quadra´ticas permanece e, ao mesmo tempo, aparecem contribuic¸o˜es
residuais que provocam a saturac¸a˜o do propagador de gluon no infravermelho
profundo. Esses polos se comportam como excitac¸o˜es de estado ligado na˜o
massivas e podem ser estudados a partir das equac¸o˜es de Bethe-Salpeter. As
ana´lises realizadas previamente dentro desse contexto consideravam apenas a
possibilidade de polo no ve´rtice de treˆs gluons, desprezando efeitos advindo de
poss´ıveis polos nos demais ve´rtices. Aqui, no´s obtemos a contribuic¸a˜o da pre-
senc¸a de um polo no ve´rtice gluon-ghost para a equac¸a˜o dinaˆmica que descreve
a criac¸a˜o de tais polos. Por fim, nota-se que o fato do gluon ganhar um massa
dinaˆmica e o ghost permanecer na˜o massivo impacta algumas das func¸o˜es de
Green da teoria, em particular o propagador de gluon e o ve´rtice de treˆs glu-
ons. Assim, verificamos que o comportamento divergente dos loops de ghost
induz simultaneamente um ma´ximo no propagador de gluon e um mı´nimo em
seu termo cine´tico. Ale´m disso, esses loops provocam uma mudanc¸a de sinal
e uma divergeˆncia negativa no infravermelho em um dos fatores de forma do
ve´rtice de treˆs gluons, calculado em uma configurac¸a˜o cinema´tica especial.
Palavras-chave: QCD na˜o perturbativa. Equac¸o˜es de Schwinger-Dyson. Ge-
rac¸a˜o de massa dinaˆmica.
Abstract
In this work, we describe the mechanisms at work in the gluon dynamical mass
generation in the nonperturbative regime of QCD. In addition, we obtain some
effects of this mass generation allied to the behavior of the ghost, which remain
massless in the nonperturbative region, in other fundamental Green’s functions
of QCD. From the Schwinger-Dyson equations, we present a general theoretical
formalism to deal with mass generation in Yang-Mills theories. The central
construction relies on the combined action of the Ward identities satisfied
by the nonperturbative vertices (within the PT-BFM scheme) and a special
identity, called seagull identity, in the diagrams that comprise the Schwinger-
Dyson equation for the gluon propagator. The result of these considerations
is that the gluon remains rigorously massless, given that the vertices do not
contain poles. When such poles are incorporated to the vertices of the theory,
the terms are combined in a way that the total annihilation of the quadratic
divergences remains and, at the same time, residual contributions appear,
which provoke the gluon propagator saturation in the deep infrared. These
poles behave as massless bound-state excitations and can be studied using
the Bethe-Salpeter equations. The analyses carried out previously within this
context considered only the possibility of a pole in the three-gluon vertex,
neglecting effects from possible poles in the remaining vertices. Here, we
obtain the contribution of the presence of a pole in the gluon-ghost vertex for
the dynamical equation that describes the creation of such poles. Finally, we
note that the fact that the gluon gains a dynamical mass and the ghost remains
massless impacts some of the Green’s functions of the theory, in particular,
the gluon propagator and the three-gluon vertex. Thus, we verify that the
divergent behavior of the ghost loops induces simultaneously a maximum in
the gluon propagator and a minimum in the kinetic term of this propagator.
Besides, these loops generate a change in sign and a negative divergence in
the infrared in one of the form factor of the three gluon vertex, calculated in
a specific kinematic configuration.
Key-words: Nonperturbative QCD. Schwinger-Dyson Equations. Dynamical
mass generation.
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Introduc¸a˜o Geral
A Cromodinaˆmica Quaˆntica (QCD) e´ a teoria que visa descrever as interac¸o˜es fortes
em termos de campos fundamentais de quarks e gluons. E´ uma teoria de campos de gauge
na˜o-abeliana, renormaliza´vel e assintoticamente livre no ultravioleta (UV) [1, 2]. Essa li-
berdade assinto´tica garante um acoplamento entre os campos de quarks e gluons muito
pequeno para valores elevados de momento, o que permite a aplicac¸a˜o do tratamento
perturbativo nessa regia˜o. As predic¸o˜es da teoria nesse regime de energia teˆm se mos-
trado bem sucedidas quando testadas em diversos espalhamentos envolvendo part´ıculas
elementares [3].
Por outro lado, a regia˜o infravermelha (IR) da QCD, caracterizada por baixos mo-
mentos ou grandes distaˆncias, ainda apresenta diversos desafios teo´ricos. Nesse regime, a
constante de acoplamento na˜o e´ pequena o suficiente para que se possa aplicar os conhe-
cidos me´todos de teoria de perturbac¸a˜o, o que dificulta a descric¸a˜o dessa regia˜o. Alguns
dos fenoˆmenos intrigantes que ocorrem no setor IR sa˜o, por exemplo, o confinamento e a
gerac¸a˜o dinaˆmica de massa.
Na u´ltima de´cada, nosso entendimento sobre o setor IR da QCD avanc¸ou consideravel-
mente, devido aos estudos detalhados e sistema´ticos das func¸o˜es de Green (propagadores
e ve´rtices) fundamentais da teoria. Apesar dessas func¸o˜es serem dependentes de gauge
e de um ponto de renormalizac¸a˜o, µ, elas capturam as caracter´ısticas essenciais da dinaˆ-
mica perturbativa e na˜o-perturbativa. Ale´m disso, quando combinadas apropriadamente,
geram observa´veis f´ısicos, como por exemplo: sec¸o˜es de choque, largura de decaimentos e
massa dos ha´drons.
As duas principais ferramentas na˜o-perturbativas de primeiros princ´ıpios utilizadas
nos estudos de QCD de baixas energias sa˜o (i) a QCD na rede [4–9] e (ii) as Equac¸o˜es de
Schwinger-Dyson [10–18].
A QCD na rede e´ um me´todo que parte da discretizac¸a˜o do espac¸o-tempo, ou seja,
o espac¸o-tempo cont´ınuo e´ transformado em uma rede tetra-dimensional de pontos [19].
Os campos de mate´ria (campos de quarks) sa˜o definidos neste pontos, enquanto que os
campos de interac¸a˜o (campos gluoˆnicos) sa˜o definidos nos links que ligam um ponto a
outro da rede. Durante essas simulac¸o˜es va´rias simetrias sa˜o comprometidas, mas eventu-
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almente recuperadas no limite do cont´ınuo. Contudo, a precisa˜o dos resultados depende
dos paraˆmetros de espac¸amento e do volume da rede. Ale´m disso, lidar com a grande
disparidade de escalas f´ısicas (como as diferentes escalas de massa dos quarks) apresenta
algumas complicac¸o˜es.
Por outro lado, as chamadas Equac¸o˜es de Schwinger-Dyson (ESD) nos fornecem as
equac¸o˜es de movimento das func¸o˜es de Green da teoria. Em outras palavras, as ESDs sa˜o
basicamente as equac¸o˜es de Euler-Lagrange de uma determinada teoria de campos. Cada
func¸a˜o de Green de n-ponto da teoria tem a sua pro´pria ESD, que, por sua vez, envolve
outras func¸o˜es de Green. Portanto, se fossemos capazes de escrever todas as equac¸o˜es
poss´ıveis, ter´ıamos um conjunto infinito de equac¸o˜es integrais, todas acopladas entre si,
formando uma torre infinita de ESDs [20–22].
Evidentemente, ambos me´todos teˆm seus pro´s e contras. Se, por um lado, os prin-
cipais limitantes dos estudos feitos pela QCD na rede sa˜o a extrapolac¸a˜o dos resultados
nume´ricos para o limite do cont´ınuo e a inclusa˜o das interac¸o˜es dos quarks com valores
de massa reais (que e´ extremamente dispendioso do ponto de vista computacional), por
outro, a dificuldade fundamental em lidar com as ESDs esta´ relacionada a` necessidade
de um esquema de truncamento auto-consistente das equac¸o˜es, i.e. um esquema que na˜o
comprometa as propriedades cruciais das quantidades estudadas [18,23].
Importantes avanc¸os foram obtidos nas u´ltimas de´cadas grac¸as a esses dois me´todos.
Neste trabalho, pore´m, focaremos nas ESDs e, portanto, precisamos lidar com as dificul-
dades de obtenc¸a˜o de um esquema de truncamento adequado. Para isso, utilizaremos o
formalismo de Pinch Technique (PT) [18,24,25] e sua correspondeˆncia com o Background
Field Method (BFM) [26]. A s´ıntese desses dois me´todos e´ conhecida na literatura como
esquema PT-BFM [16,17,27].
Neste trabalho, estudamos os mecanismos que possibilitam a gerac¸a˜o de uma massa
dinaˆmica para o gluon a partir da ESD do propagador de gluon. Essa gerac¸a˜o de massa
explica a finitude IR do propagador de gluon, expressa no fato de que seu fator de forma
escalar, ∆(q2), satura em um valor finito (na˜o nulo) na regia˜o de baixas energias. Esse
comportamento foi primeiramente proposto por Cornwall [18] e posteriormente confirmado
pelas simulac¸o˜es de QCD na rede de grandes volumes no gauge de Landau tanto para
SU(2) [4, 5, 9, 28] quanto para SU(3) [6, 7, 29, 30]. Adicionalmente, simulac¸o˜es recentes
de QCD na rede em gauges covariantes lineares (Rξ) [31] revelam que essa propriedade
persiste para valores de ξ dentro do intervalo de [0, 0.5]. Ale´m disso, a inclusa˜o de um
nu´mero pequeno de quarks dinaˆmicos (unquenching) produz uma supressa˜o relativa do
propagador de gluon, mas preserva a caracter´ıstica de saturac¸a˜o intacta [8].
Em seguida, analisamos alguns efeitos que ocorrem devido a gerac¸a˜o de massa para
o gluon aliada a um comportamento particular do propagador de ghost. Mais especifica-
mente, enquanto o propagador de gluon e´ finito devido a gerac¸a˜o de massa dinaˆmica, o
propagador de ghost permanece com massa nula na˜o perturbativamente, apresentando,
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portanto, uma divergeˆncia no limite IR. Tal divergeˆncia impacta algumas das func¸o˜es de
Green da QCD, em particular o propagador de gluon e o ve´rtice de treˆs gluons [32].
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida em seis cap´ıtulos. No Cap´ıtulo 1 apresentamos uma
breve introduc¸a˜o a` QCD, suas regras de Feynman e sua caracter´ıstica de liberdade as-
sinto´tica. Nesse mesmo cap´ıtulo, explicamos como e´ poss´ıvel derivar as ESDs de uma
determinada teoria de campos e exemplificamos com a ESD do propagador de fo´ton na
Eletrodinaˆmica Quaˆntica (QED). Enta˜o, generalizamos esse resultado para a ESD do pro-
pagador de gluon na QCD. No Cap´ıtulo 2, introduzimos o me´todo BFM, com suas novas
func¸o˜es de Green e regras de Feynman, e escrevemos a ESD de um novo propagador
de gluon que aparece no esquema de PT-BFM. Apresentamos, ainda, a identidade que
relaciona esse novo propagador ao propagador de gluon convencional. Passamos, enta˜o,
para os Cap´ıtulos seguintes, que constituem a parte principal deste trabalho. No Cap´ı-
tulo 3, estudamos os mecanismos de gerac¸a˜o de massa dinaˆmica para o gluon, iniciando
com breves comenta´rios sobre os dados da rede para o propagador de gluon no gauge de
Landau. Introduzimos tambe´m o mecanismo de Schwinger, que permite a gerac¸a˜o de uma
massa para o bo´son de determinada teoria desde que a dinaˆmica dessa teoria seja forte
o suficiente. A partir da´ı, para uma ana´lise mais profunda de como uma generalizac¸a˜o
do mecanismo de Schwinger pode ser aplicada na QCD, apresentamos a identidade de
seagull e as identidades de Ward obedecidas pelos ve´rtices do formalismo de PT-BFM.
Com isso, partimos para a obtenc¸a˜o da autoenergia do gluon na origem e verificamos que
o mecanismo de Schwinger e´ realizado na QCD a partir de polos nos ve´rtices da teoria.
No Cap´ıtulo 4, vemos que esses polos funcionam como excitac¸o˜es de estado ligado na˜o
massivas e os estudamos dentro do contexto de equac¸o˜es de Bethe-Salpeter (BSE). Para
isso, consideramos a possibilidade de polo no ve´rtice de treˆs gluons e no ve´rtice gluon-
ghost. No Cap´ıtulo 5, enta˜o, analisamos os efeitos da divergeˆncia do propagador de ghost
aliada a um propagador de gluon massivo em algumas func¸o˜es de Green da QCD. Por fim,
no Cap´ıtulo 6 conclu´ımos com uma discussa˜o sobre os resultados do trabalho. Adicional-
mente, na sec¸a˜o A do Apeˆndice mostramos mais detalhadamente como e´ poss´ıvel chegar
a` ESD para o propagador do gluon apresentada no Cap´ıtulo 1, ja´ na sec¸a˜o B apresenta-
mos as definic¸o˜es de ve´rtices do formalismo de PT-BFM (utilizadas no Cap´ıtulo 3) e, por
fim, na sec¸a˜o C estabelecemos a natureza subdominante da parte transversa do ve´rtice
gluon-ghost.
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Capı´tulo1
QCD e equac¸o˜es de Schwinger-Dyson
Neste Cap´ıtulo apresentamos um breve resumo sobre a QCD e suas carac-
ter´ısticas principais. A QCD e´ uma teoria de gauge na˜o abeliana que apresenta
propriedades interessantes como o confinamento e a liberdade assinto´tica. A
liberdade assinto´tica e´ fruto do comportamento da constante de acoplamento
da teoria, que tende a zero para momentos muito elevados. Este trabalho foca
no estudo da regia˜o IR e, portanto, na˜o perturbativa da teoria. Para isso, uti-
lizamos como ferramenta as ESDs, introduzidas nesse Cap´ıtulo. Comec¸amos
a derivac¸a˜o das ESDs com o exemplo mais simples de um campo escalar. Em
seguida, demonstramos como chegar a` ESD do propagador do fo´ton na QED,
para depois generalizarmos para o caso da ESD do propagador de gluon na
QCD, que sera´ utilizada nos pro´ximos cap´ıtulos.
1.1 Cromodinaˆmica Quaˆntica
A QCD descreve as interac¸o˜es entre quarks e gluons, os constituintes fundamentais dos
ha´drons. Experimentalmente, temos comprovada a existeˆncia de seis sabores de quarks:
up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) e top (t). Eles possuem spin 1/2 e
carga ele´trica fraciona´ria (em relac¸a˜o a carga do ele´tron), sendo +2
3
e para os quarks u,
c e t e −1
3
e para d, s e b. Ale´m disso, os quarks apresentam um nu´mero quaˆntico na˜o
presente na QED, a chamada carga de cor, que existe em treˆs tipos: vermelho, verde e
azul. Na natureza, as cores se combinam de forma a gerar part´ıculas observa´veis sem
cor (ou “brancas”), o que pode ocorrer a partir da combinac¸a˜o das treˆs diferentes cores
no caso dos ba´rions (compostos por treˆs quarks) ou da combinac¸a˜o cor e anticor no caso
dos me´sons (compostos por um par quark-antiquark). Os glu´ons sa˜o as part´ıculas de spin
1 mediadoras das interac¸o˜es e tambe´m carregam carga de cor, o que permite que eles
interajam entre si, evidenciando o cara´ter na˜o abeliano da QCD.
Por ser uma teoria de gauge na˜o abeliana, a QCD apresenta algumas caracter´ısticas
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peculiares que na˜o aparecem em teorias de gauge abelianas como a QED. Dentre elas,
destaca-se o fenoˆmeno de confinamento, ainda pouco entendido. De forma simplo´ria,
a propriedade de confinamento se manifesta na auseˆncia de quarks livres, estando eles
confinados em ha´drons. Ao contra´rio do que ocorre na QED com o ele´tron, a forc¸a entre
dois quarks na˜o diminui quando a distaˆncia entre eles aumenta, sendo necessa´rio uma
energia infinita para separar os quarks de um ha´dron. Todavia, a compreensa˜o de como
ocorre o mecanismo de confinamento na QCD ainda e´ um problema em aberto.
Por outro lado, a liberdade assinto´tica, outra propriedade particular da QCD, garante
que no limite UV a constante de acoplamento tende a zero e, portanto, os quarks se
comportam como se estivessem praticamente livres. Assim, para altas energias e´ poss´ıvel
aplicar o conhecido tratamento perturbativo para lidar com as func¸o˜es de Green da teoria.
Sabemos que as teorias quaˆnticas de campo sa˜o descritas a partir de suas Lagrangianas.
A Lagrangiana da QCD pode ser escrita como [33]
LQCD = −1
4
Gµνa G
a
µν −
1
2ξ
(∂µAaµ)
2 + ψ¯(iγµDµ −mq)ψ + c¯a(−∂µDacµ )cc , (1.1)
onde o tensor de forc¸a Gaµν e´ dado por
Gaµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν , (1.2)
e a derivada covariante Dµ e´ definida como
Dµ = ∂µ − igAaµ
λa
2
, (1.3)
sendo ξ o paraˆmetro de fixac¸a˜o de gauge, Aaµ o campo de gauge, c (c¯) o campo de ghost
(antighost), ψ (ψ¯) o campo de mate´ria (antimate´ria), mq a massa do quark considerado,
γµ as matrizes gama e λa as matrizes de Gell-Mann geradoras do grupo de simetria SU(3).
Tais matrizes obedecem a`s relac¸o˜es de comutac¸a˜o e normalizac¸a˜o:[
λa
2
,
λb
2
]
= ifabc
λc
2
, tr(λaλb) = 2δab , (1.4)
onde fabc e´ a constante de estrutura do grupo de transformac¸o˜es.
A Lagrangiana da Eq. (1.1) e´ invariante sob transformac¸o˜es de gauge global e local.
Os campos se transformam localmente como:
Aµ(x) → U(x)Aµ(x)U−1(x) + i
g
U(x)∂µU
−1(x) , (1.5)
ψ → U(x)ψ , (1.6)
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onde
U(x) = exp
[
iθa(x)
λa
2
]
, (1.7)
sendo θa(x) os paraˆmetros de transformac¸a˜o dependentes do espac¸o-tempo do grupo de
simetria SU(3). No caso das transformac¸o˜es globais, temos
Aµ(x) → eiαAµ(x)e−iα = Aµ(x) , (1.8)
ψ → eiαψ , (1.9)
onde α e´ uma fase global constante.
1.1.1 Regras de Feynman da QCD
A partir da Lagrangiana da QCD, podemos obter as regras de Feynman da teoria. As
expresso˜es para os propagadores de quark, gluon e ghost sa˜o dadas na Fig. 1.1. Ja´ nas
Figs. 1.2 e 1.3 temos as expresso˜es em n´ıvel de a´rvore para os ve´rtices de interac¸a˜o da
teoria: os ve´rtices quark-gluon, gluon-ghost e de treˆs e quatro gluons.
a
a
a
b
b
b S(p) = iδ
ab(γµpµ+m)
p2−m2+iǫ ,
∆(k)µν = −iδab
[
gµν − (1− ξ)kµkνk2
]
1
k2+ǫ
,
D(p) = iδ
ab
p2+iǫ
.
Figura 1.1: Regras de Feynman para os propagadores de quark, gluon e ghost em n´ıvel
de a´rvore.
Contudo, as regras de Feynman sa˜o va´lidas somente no limite em que a constante
de acoplamento e´ fraca, ou seja, onde a tratamento perturbativo e´ adequado. Pode-se,
enta˜o, calcular as correc¸o˜es quaˆnticas dos propagadores e ve´rtices da teoria ordem a ordem.
Todavia, diferentemente da QED, essas expanso˜es diagrama´ticas devem levar em conta
os ve´rtices gluoˆnicos de autointerac¸a˜o (treˆs e quatro gluons) e as interac¸o˜es gluon-ghost.
1.1.2 Liberdade Assinto´tica na QCD
A existeˆncia da chamada liberdade assinto´tica na QCD ocorre devido a expressa˜o da
func¸a˜o β da teoria. Essa func¸a˜o expressa a variac¸a˜o da constante de acoplamento renor-
malizada, gR, conforme a escala de renormalizac¸a˜o, µ, cresce. O ca´lculo da func¸a˜o β da
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Γµq,a = igγ
µλa
2
,
a µ
a µ
Γµabc = −gfabcpµ .
p
bc
Figura 1.2: Regras de Feynman para os ve´rtices de interac¸a˜o quark-gluon e gluon-ghost
em n´ıvel de a´rvore.
QCD foi realizado pela primeira vez por Gross e Wilczek [1] e Politzer [2] simultanea-
mente. A partir desses ca´lculos, demonstrou-se que, em teorias de gauge na˜o abelianas,
o paraˆmetro de acoplamento tende a zero a medida em que a distaˆncia entre os quarks
diminui, ou seja, quarks e gluons interagem fracamente a pequenas distaˆncias.
No grupo de renormalizac¸a˜o, a func¸a˜o β e´, enta˜o, escrita como
β(gR) = µ
dgR
dµ
. (1.10)
Transformando a escala de momentos p → λp, sendo λ um fator de escala adimensional,
pode-se definir uma nova escala de renormalizac¸a˜o µ/λ, de forma que
β(gR) =
µ
λ
dgR
d(µ/λ)
. (1.11)
Agora, considerando µ um paraˆmetro fixo e gR varia´vel, escreve-se a equac¸a˜o acima como
dgR
dt
= β(gR) , (1.12)
onde usamos
t = lnλ . (1.13)
Resolvendo a equac¸a˜o diferencial (1.12), obtemos
t =
∫ gR(t)
g0
dg′R
β(g′R)
, (1.14)
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a µ
c
b ν
ρ d σ
a µ
c bρ ν
q p
k
Γµνρabc = gf
abc[gµν(k − p)ρ + gνρ(p− q)µ + gρµ(q − k)ν ] ,
Γµνρσabcd = −ig2[fabcf cde(gµρgνσ − gµσgνρ)
+ facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ)
+ fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)] .
Figura 1.3: Regras de Feynman para os ve´rtices de autointerac¸a˜o gluoˆnica em n´ıvel de
a´rvore. No ve´rtice de treˆs gluons assume-se todos os momentos entrando.
onde g0 = gR(t = 0). Assim, o comportamento da escala de renormalizac¸a˜o t depende da
func¸a˜o β(gR).
Para obter o comportamento da constante de acoplamento, escolhemos a escala de
momentos λ = Q2/µ2, sendo µ a escala de renormalizac¸a˜o fixa e Q o momento em que
queremos obter o valor do acoplamento. Em um loop, a func¸a˜o β(gR) e´ dada por
β(gR) = −β0g3R , (1.15)
sendo
β0 =
1
(4pi)2
(
11
3
CA − 2
3
nf
)
, (1.16)
onde CA representa o autovalor de Casimir da representac¸a˜o adjunta e nf o nu´mero de
sabores de quark da teoria. Em uma teoria de gauge SU(N), CA = N , de forma que
em uma teoria do grupo SU(3), como a QCD, CA = 3. Substituindo a Eq. (1.15) na
Eq. (1.14), encontramos
t = −
∫ gR(t)
g0
dg′R
β0g3R
, (1.17)
de onde obte´m-se que
t =
1
2β0
(
1
g2R
− 1
g20
)
. (1.18)
Apo´s algumas manipulac¸o˜es alge´bricas na Eq. (1.18), e´ poss´ıvel chegar a
αs(Q
2) =
12pi
(11CA − 2nf ) ln
(
Q2
Λ2QCD
) , (1.19)
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onde αs = g
2
R/4pi e ΛQCD e´ a escala da QCD, definida como
ln Λ2QCD = lnµ
2 − 1
αs(µ2)4piβ0
. (1.20)
A Eq. (1.19) resulta no comportamento previsto na Fig. 1.4 [3], que esta´ de acordo com
os resultados experimentais.
Figura 1.4: Resumo das medidas experimentais de αs como func¸a˜o da escala de energia
Q.
A partir da Eq. (1.19), e´ poss´ıvel concluir que, para um nu´mero pequeno de sabores
de quarks (mais especificamente nf ≤ 16), a constante de acoplamento tende a zero
para valores elevados de momento, ou seja, αs(Q
2) → 0 quando Q2 → ∞. Esse e´ o
fenoˆmeno de liberdade assinto´tica caracter´ıstico da QCD, que afirma que os quarks esta˜o
praticamente livres para pequenas distaˆncias (limite de altas energias). Isso explica, por
exemplo, porque os pro´tons em experimentos de espalhamento de energias muito altas se
comportam aproximadamente como treˆs part´ıculas pontuais livres.
Note que quando Q2 = Λ2QCD, o denominador da Eq. (1.19) se iguala a zero e, portanto,
temos um polo neste ponto, o chamado polo de Landau. Isso indica que, para valores de
momento Q . ΛQCD, na˜o podemos utilizar o tratamento perturbativo para descrever
a dinaˆmica dos ha´drons, ja´ que a constante de acoplamento deixa de ser pequena, na˜o
podendo ser utilizada como paraˆmetro de perturbac¸a˜o. Tipicamente, o valor de ΛQCD se
encontra no intervalo de energias de 200 − 400 MeV, ou ∼ 1 fm em termos de distaˆncia
(regia˜o confinante).
Portanto, para a regia˜o de baixos momentos, faz-se necessa´rio o uso de ferramentas
matema´ticas especiais. Conforme mencionado anteriormente, uma das principais ferra-
mentas de primeiros princ´ıpios utilizadas para a regia˜o na˜o perturbativa da QCD sa˜o as
ESDs.
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[a] [b]
Figura 1.5: Exemplo de diagramas: [a] pro´prio e [b] impro´prio.
1.2 Equac¸o˜es de Schwinger-Dyson
Podemos entender as ESDs como as equac¸o˜es de movimento que descrevem a dinaˆmica
das func¸o˜es de Green de n pontos da teoria. Tais equac¸o˜es formam um sistema infinito de
equac¸o˜es integrais que acoplam todos os propagadores e ve´rtices existentes na teoria em
questa˜o. Assim, na˜o e´ poss´ıvel resolver completamente as ESDs, sendo necessa´rio realizar
um truncamento desse sistema em determinado n´ıvel. Veremos uma forma autoconsistente
de realizar esse truncamento atrave´s do formalismo PT-BFM no Cap´ıtulo 2. Nesta sec¸a˜o,
focaremos na derivac¸a˜o das ESDs para uma teoria de campos quaˆntica a partir do seu
gerador funcional.
Inicialmente, sabemos que o gerador funcional de um campo escalar φ e´ dado por
Z[J ] =
∫
D[φ] exp
[
iS[φ] + i
∫
d4xJ(x)φ(x)
]
, (1.21)
onde S[φ] =
∫
d4xL(x) e´ a ac¸a˜o, L(x) a Lagrangiana do campo escalar φ e J(x) a fonte
externa associada ao campo escalar. A medida de integrac¸a˜o D[φ] e´ definida como
D[φ] ≡
∏
dφ(x) . (1.22)
A partir do gerador funcional Z[J ], pode-se gerar dois tipos de diagramas de Feynman:
conectados e desconectados.
Os gra´ficos desconectados sa˜o aqueles compostos por duas ou mais partes desconexas,
enquanto os conectados possuem todas as suas partes conectadas por pelo menos uma
linha. Os diagramas conectados podem ainda ser divididos em duas categorias: impro´prios
e pro´prios. Os impro´prios sa˜o aqueles que podem ser divididos em dois diagramas atrave´s
da remoc¸a˜o de uma linha, ja´ os pro´prios na˜o se separam atrave´s da remoc¸a˜o de uma u´nica
linha; a Fig. 1.5 exemplifica essa definic¸a˜o.
Ao utilizar o formalismo de integrais de caminho para o estudo de teoria quaˆntica de
campos, considera-se apenas os diagramas conectados. Para eliminar a contribuic¸a˜o dos
gra´ficos desconectados, tomamos o logaritmo do gerador funcional de tal forma que
W [J ] = −i lnZ[J ] , (1.23)
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sendo W [J ] o gerador funcional de gra´ficos conectados. Enta˜o, podemos obter uma func¸a˜o
de Green de n pontos, derivando W [J ] sucessivamente n vezes,
Gc(x1, · · · , xn) = δ
nW [J ]
δJ(x1) · · · δJ(xn)
∣∣∣∣
J1=···Jn=0
. (1.24)
Para obter somente as contribuic¸o˜es de gra´ficos conectados pro´prios, devemos calcular
a transformada de Legendre de W [J ], i.e.,
Γ[φ] = W [J ]−
∫
d4xJ(x)φ(x) , (1.25)
que e´ o chamado gerador de gra´ficos conectados pro´prios. O campo φ e a fonte externa J
possuem uma relac¸a˜o na˜o trivial entre si e, portanto, na˜o sa˜o independentes. Calculando
a derivada parcial da equac¸a˜o acima com respeito a J (mantendo φ fixo) e com respeito
a φ (mantendo J fixo), obtemos
δW [J ]
δJ(x)
= φ(x) ;
δΓ[φ]
δφ(x)
= −J(x) . (1.26)
A ESD e´ baseada na observac¸a˜o de que a integral funcional de uma derivada total e´
zero [34]: ∫
D[φ] δ
δφ
≡ 0 . (1.27)
Em particular, aplicando a Eq. (1.27) no gerador funcional Z[J ] de uma teoria de campos
escalar apresentado na Eq. (1.21), temos
0 =
∫
D[φ] δ
δφ
exp
{
i
(
S[φ] +
∫
dxJφ
)}
(1.28)
=
∫
D[φ] i
[
δS
δφ
+ J
]
exp
{
i
(
S[φ] +
∫
dxJφ
)}
. (1.29)
Enta˜o, podemos reescrever a expressa˜o acima como(
δS
δφ
[
−i δ
δJ
]
+ J
)
Z[J ] = 0 . (1.30)
Essa e´ a relac¸a˜o de Schwinger-Dyson, que e´ independente de teoria de perturbac¸a˜o.
Agora, pode-se tomar um nu´mero arbitra´rio de derivadas da Eq. (1.30) com respeito
aos campos e obter equac¸o˜es integrais envolvendo va´rias func¸o˜es de Green. Por outro
lado, ao expandir essas equac¸o˜es em se´rie de poteˆncias da constante de acoplamento,
reproduz-se a teoria de perturbac¸a˜o.
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1.2.1 ESD do propagador de fo´ton na QED
Para compreender as ideias acima, exploremos a ESD para o propagador de fo´ton na
QED. A ac¸a˜o da QED e´ dada por
S[A,ψ, ψ] =
∫
d4x
[
1
2
Aµ(∂2gµν − (1− ξ−1)∂µ∂ν)Aν + ψ(iγµ∂µ −m)ψ − eψγµψAµ
]
.
(1.31)
Adicionalmente, temos o gerador funcional,
Z[J, η, η] =
∫
D[u] exp
{
i
[
S[A,ψ, ψ] +
∫
d4x(JµAµ + ηψ + ψη)
]}
, (1.32)
onde Jµ e´ a fonte do campo Aµ, enquanto que η e η sa˜o as fontes grassmannianas dos
campos fermioˆnicos ψ e ψ respectivamente. Ja´ a medida D[u] e´ definida como
D[u] = D[A]D[ψ]D[ψ] . (1.33)
Contudo, estamos interessados somente nos diagramas pro´prios, logo devemos olhar para
Γ[A,ψ, ψ], que e´ o gerador de diagramas pro´prios da QED. Para isso, devemos calcular a
transformada de Legendre de W [J, η, η], dada por
Γ[A,ψ, ψ] = W [J, η, η]−
∫
d4x(JµAµ + ηψ + ψη) . (1.34)
Da Eq. (1.34), podemos obter as relac¸o˜es:
δΓ
δAµ
= −Jµ , δΓ
δψ
= −η , δW
δJµ
= Aµ ,
δW
δη
= ψ . (1.35)
Como estamos interessados na ESD do propagador de fo´ton, devemos derivar a ac¸a˜o
da Eq. (1.30) com relac¸a˜o ao campo de gauge Aµ,
δS
δAµ
= [∂2gµν − (1− ξ−1)∂µ∂ν ]Aν − eψγµψ . (1.36)
Agora, lembrando que Z = eiW , a expressa˜o ana´loga a Eq. (1.30) e´ dada por(
δS
δAµ
[
−i δ
δJν
,−i δ
δη
, i
δ
δη
]
+ Jµ
)
eiW [J,η,η] = 0 . (1.37)
Assim, temos
Jµ + [∂
2gµν − (1− ξ−1)∂µ∂ν ]δW
δJν
− eδW
δη
γµ
δW
δη
− e δ
δη
(
γµ
δW
δη
)
= 0 , (1.38)
onde usamos as relac¸o˜es da Eq. (1.35).
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Em seguida, devemos converter a Eq. (1.38), dada em func¸a˜o de W , em uma expressa˜o
para Γ. Utilizando novamente a Eq. (1.35), a equac¸a˜o acima pode ser reescrita como
δΓ
δAµ
∣∣∣∣
ψ=ψ=0
= [∂2gµν − (1− ξ−1)∂µ∂ν ]Aν − eTr
[
γµ
(
δ2Γ
δψδψ
)−1]
, (1.39)
onde utilizamos que
−gαβδ4(x, y) =
∫
d4z
δ2W
δηα(x)δηγ(z)
δ2Γ
δψγ(z)δψβ(y)
∣∣∣∣
ψ=ψ=η=η=0
. (1.40)
Nota-se que o u´ltimo termo da Eq (1.39) e´ proporcional ao propagador de ele´tron S(x, y),
definido como
S(x, y) =
(
δ2Γ
δψδψ
)−1
. (1.41)
Por fim, para obter a ESD do propagador de fo´ton, definido como
(
∆−1
)
µν
=
δ2Γ
δAµδAν
, (1.42)
devemos derivar a Eq. (1.39) com respeito a Aν novamente. Assim, obtemos a equac¸a˜o
(
∆−1
)
µν
= [∂2gµν − (1− ξ−1) ∂µ∂ν ] δ4(x− y)
+ ie2 Tr
∫
d4u d4v [γµS(x, u)Λν(y, u, v)S(v, x)] , (1.43)
onde definimos o ve´rtice ele´tron-fo´ton,
δ3Γ
δAµ(x) δψ(y) δψ(z)
∣∣∣∣
A=ψ=ψ=0
= eΛµ(x, y, z) . (1.44)
Para obter o resultado da Eq. (1.43), tambe´m utilizamos a fo´rmula para a derivada da
matriz inversa
δM−1
δAµ
= −M−1 δ
δAµ
MM−1 , (1.45)
com
M =
δ2Γ
δψ δψ
. (1.46)
A Eq. (1.43) e´, enta˜o, a ESD para o propagador de fo´ton e pode ser reescrita como
(
∆−1
)
µν
= [∂2gµν − (1− ξ−1) ∂µ∂ν ] δ4(x− y) + Πµν(x, y) ,
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−1
=
−1
+
q q
k
k + q
Figura 1.6: Representac¸a˜o diagrama´tica da ESD do propagador de fo´ton. C´ırculos cinzas
representam propagadores completos e c´ırculos pretos ve´rtices completos.
onde Πµν e´ a autoenergia do fo´ton, dada por
Πµν(x, y) = ie
2 Tr
∫
d4u d4v [γµS(x, u)Λν(y, u, v)S(v, x)] . (1.47)
Finalmente, podemos passar a ESD do propagador de fo´ton do espac¸o de coordenadas
para o espac¸o de momentos. Tomando a transformada de Fourier da autoenergia da
Eq. (1.47), obtemos
Πµν(q) = ie
2
∫
d4k
(2pi)4
Tr [γµS(k) Λν(k, k + q)S(k + q)] . (1.48)
Na Fig. 1.6, enta˜o, temos a representac¸a˜o diagrama´tica da ESD do fo´ton no espac¸o de
momentos.
1.2.2 ESD do propagador de gluon na QCD
A dificuldade em derivar a ESD para um campo de gauge na QCD e´ muito maior do
que no caso da QED apresentado anteriormente. Isso se deve a natureza na˜o Abeliana da
teoria, que gera diagramas adicionais, como os ve´rtices de autointerac¸a˜o de treˆs e quatro
gluons, ale´m da presenc¸a de campos de ghost. Naturalmente, temos ESDs para quarks,
gluon e ghost e essas envolvem conhecimento sobre todos os ve´rtices e propagadores da
teoria.
O ponto de partida da derivac¸a˜o das ESDs da QCD e´ a Lagrangiana da teoria, apre-
sentada na Eq. (1.1). Essa deve ser renormalizada de acordo com a prescric¸a˜o:
g = Zg gR, ξ = Zξ ξR, ψ = Z
1/2
2 ψR
ca = Z1/2c c
a
R, A
a
µ = Z
1/2
Q A
a
µR, m = ZmmR (1.49)
onde o subscrito R indica a quantidade renormalizada, Zg e´ a constante de renormalizac¸a˜o
da constante de acoplamento g, Zξ a do paraˆmetro de fixac¸a˜o de gauge ξ, Z2 a do campo
de quark (e seu propagador), Zc a do propagador de ghost, ZQ a do propagador de gluon
e Zm a da massa do quark. Utiliza-se, enta˜o, a Lagrangiana renormalizada da QCD para
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∆−1µν (q) =
−1
+ 12 +
1
2
(a1)
(a2)
+ + 16
(a3) (a4)
+ 12
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Figura 1.7: Representac¸a˜o diagrama´tica da ESD do propagador de gluon. C´ırculos brancos
representam propagadores completos e c´ırculos cinzas ve´rtices completos.
derivar a ESD do propagador de gluon de forma ana´loga ao caso do fo´ton. Os passos
gerais para essa derivac¸a˜o encontram-se no Apeˆndice A.
A ESD do propagador de gluon no espac¸o de momentos, negligenciando a contribuic¸a˜o
de loops de quark (aproximac¸a˜o quenched), e´ dada por
[∆(p)]−1µν = ZQ [∆
(0)(p)]−1µν + Z1 g
2
∫
d4k
(2pi)4
Γ(0)µ (p, k)D(p+ k) Γν(k, p)D(p)
+ Z3
g2
2
∫
d4k
(2pi)4
Γ(0)µρσ(p, k)∆
ρρ′(p+ k) Γρ′νσ′(k, p) ∆
σσ′(k)
+ Z4
g2
2
∫
d4k
(2pi)4
Γ(0)µνρσ∆
ρσ(k)
+ Z4
g4
6
∫
d4k1
(2pi)4
d4k2
(2pi)4
Γ
(0)
µρσλ ∆
ρρ′(k2) ∆
σσ′(p+ k1 + k2) Γρ′νλ′σ′(p, k1, k2)∆
λλ′(k1)
+ Z4
g4
2
∫
d4k1
(2pi)4
d4k2
(2pi)4
Γ
(0)
µρσλ ∆
ρρ′(p+ k1 + k2) ∆
σσ′(k2) Γρ′ζσ′(p+ k1 + k2, k2)
×∆ζζ′(p+ k1) Γζ′νλ′(p+ k1, k1) ∆λλ′(k1) , (1.50)
onde Γµ e´ o ve´rtice gluon-ghost, Γµνρ o ve´rtice de treˆs gluons e Γµνρλ o ve´rtice de quatro
gluons, que sa˜o renormalizados segundo
ΓµR = Z1Γ
µ ; ΓµαβR = Z3Γ
µαβ ; ΓmnrsRµαβν = Z4Γ
mnrs
µαβν , (1.51)
onde Z1, Z3 e Z4 sa˜o as constantes de renormalizac¸a˜o dos ve´rtices gluon-ghost, treˆs gluons
e quatro gluons, respectivamente. A Eq. (1.50) esta´ representada diagramaticamente na
Fig. 1.7.
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Capı´tulo2
Equac¸a˜o de Schwinger-Dyson do gluon em
PT-BFM
Uma das principais dificuldades para lidar com as ESDs esta´ em conseguir
um sistema de truncamento autoconsistente das equac¸o˜es. Para teorias de
gauge, a maior dificuldade esta´ relacionada ao fato de que tal truncamento
pode violar as simetrias essenciais da teoria. Nesse Cap´ıtulo, enta˜o, estuda-
mos brevemente o esquema PT-BFM, a partir do qual e´ poss´ıvel realizar o
truncamento das equac¸o˜es sem violar a simetria de gauge da teoria, embutida
na transversalidade da autoenergia do gluon. Assim, apresentamos primei-
ramente o formalismo BFM, que surge a partir da adic¸a˜o de um campo de
background no gerador funcional. Esse formalismo, e a sua s´ıntese com a PT,
apresenta caracter´ısticas muito interessantes e u´teis para o ca´lculo das ESDs
da QCD.
2.1 Considerac¸o˜es gerais
Inicialmente, lembramos que em gauges covariantes o propagador de gluon pode ser
escrito como
∆µν(q
2) = −i
[
Pµν(q)∆(q
2) + ξ
qµqν
q2
]
, (2.1)
onde
Pµν(q) = gµν − qµqν/q2 (2.2)
e´ o projetor transverso ao momento q e ∆(q2) e´ definido em termos da autoenergia,
Πµν(q) = Pµν(q)Π(q
2), atrave´s da relac¸a˜o
∆−1(q2) = q2 + iΠ(q2) . (2.3)
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A determinac¸a˜o da func¸a˜o escalar ∆(q2) em todas as ordens e´ dada pela ESD representada
diagramaticamente na Fig. 1.7. Note que essa ESD envolve, ale´m dos propagadores de
ghost e gluon, os ve´rtices completos de treˆs e quatro gluons e o ve´rtice completo gluon-
ghost. Tais ve´rtices, por sua vez, satisfazem as suas pro´prias ESDs, que envolvem outras
func¸o˜es de Green, tornando clara a necessidade de truncar essa se´rie infinita. Um obsta´culo
a esse truncamento esta´ relacionado ao fato de que a autoenergia do gluon deve permanecer
transversa, i.e. qµΠµν(q) = 0, o que na˜o ocorre para um truncamento casual da ESD da
Fig. 1.7.
Para entender essa dificuldade, observe que, ao considerar apenas os diagramas (a1) e
(a2) da Fig. 1.7 em um loop de teoria de perturbac¸a˜o, ja´ violamos a transversalidade da
autoenergia do gluon, pois a soma destes dois diagramas no espac¸o de Minkowski e´ dada
por
Π(1)µν (q)|(a1) + Π(1)µν (q)|(a2) =
ig2CA
16pi2
(
84qµqν − 75gµνq2
) 1
36
ln
(−q2
µ2
)
,
que nitidamente na˜o e´ proporcional ao projetor transverso dado na Eq. (2.2). Em n´ıvel
de um loop, sabemos que devemos adicionar a contribuic¸a˜o do diagrama de ghost (a3),
dada por
Π(1)µν (q)|(a3) = −
ig2CA
16pi2
(
6qµqν + 3gµνq
2
) 1
36
ln
(−q2
µ2
)
.
Dessa forma, a transversalidade e´ preservada, pois a soma desses treˆs diagramas resulta
em
Π(1)µν (q)|(a1) + Π(1)µν (q)|(a2) + Π(1)µν (q)|(a3) = −
ig2CA
16pi2
(gµνq
2 − qµqν)78
36
ln
(−q2
µ2
)
. (2.4)
Contudo, ja´ em n´ıvel de dois loops, a soma desses treˆs diagramas na˜o produz um resultado
transverso. O ca´lculo desses diagramas, em todas as ordens, nos leva a
qµΠµν(q)
∣∣∣∣
(a1)+(a2)+(a3)
6= 0 . (2.5)
Portanto, a transversalidade da autoenergia do gluon aparece somente apo´s a inclusa˜o de
todos os diagramas (de um loop vestido e dois loops vestidos) da Fig. 1.7.
A formulac¸a˜o das ESDs baseada no formalismo PT-BFM [11,27,35] nos permite resol-
ver o problema do truncamento. Essencialmente, esse formalismo possibilita a construc¸a˜o
de uma nova ESD para o propagador do gluon, onde os diagramas vestidos esta˜o or-
ganizados em subgrupos independentemente transversos, o que leva a um esquema de
truncamento que preserva a transversalidade [11, 24, 27]. A raza˜o para tal truncamento
ser poss´ıvel esta´ relacionada ao fato de que no esquema PT-BFM surgem novas func¸o˜es
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de Green que satisfazem identidades de Ward (WI) do tipo Abeliano, em contraposic¸a˜o
a`s identidades de Slavnov-Taylor (STI) obedecidas pelas func¸o˜es convencionais [24]. Para
entender como isso ocorre, comecemos com uma breve introduc¸a˜o sobre o me´todo BFM.
2.2 Background Field Method
O formalismo funcional pode ser generalizado conforme a prescric¸a˜o de Faddeev e
Popov [36], de maneira que o gerador funcional adquire a forma
Z[J ] =
∫
D[Q] det
[
δGa
δωb
]
exp
{
iS(Q) + i
∫
d4x
[
− 1
2ξ
(Ga)2 + JaµQ
aµ
]}
, (2.6)
onde Qaµ e´ o campo de gauge e ω
a e´ o paraˆmetro da transformac¸a˜o de gauge,
δQaµ = −fabcωbQcµ +
1
g
∂µω
a. (2.7)
Ale´m disso, o termo de fixac¸a˜o de gauge, Ga, foi extra´ıdo da definic¸a˜o da ac¸a˜o. O BFM e´
gerado a partir da mudanc¸a Q→ Q+A no gerador funcional, sendo Q o campo de gauge
original e A um campo de background [26]. Assim, temos
Z˜[J,A] =
∫
D[Q] det
[
δGa
δωb
]
exp
{
iS(Q+ A) + i
∫
d4x
[
− 1
2ξ
(G˜a)2 + JaµQ
aµ
]}
. (2.8)
Note que Q e´ a u´nica varia´vel de integrac¸a˜o. Ale´m disso, a ac¸a˜o S(Q + A) e´ invariante
sob a transformac¸a˜o
δQaµ = −fabcωb(Qcµ + Acµ) +
1
g
∂µω
a. (2.9)
Podemos definir ainda os demais geradores funcionais W˜ e Γ˜ como no Cap´ıtulo 1, de
forma que
W˜ [J,A] = −ilnZ˜[J,A] , Γ˜[Q˜, A] = W˜ [J,A]−
∫
d4xJaµQ˜
a
µ , (2.10)
onde
Q˜aµ =
δW˜
δJaµ
. (2.11)
Agora escolhemos um gauge especial, que quebra a invariaˆncia de gauge do campo Q,
mas mante´m a invariaˆncia em termos do campo de background A. Com isso, a condic¸a˜o
de gauge e´ dada por
G˜a(Q,A) = ∂µQaµ + gf
abcAbµQ
cµ. (2.12)
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Enta˜o, e´ poss´ıvel mostrar que Z˜[J,A] e W˜ [J,A] sa˜o invariantes sob as transformac¸o˜es [37,
38]
δAaµ = −fabcωbAcµ +
1
g
∂µω
a, (2.13)
δJaµ = −fabcωbJ cµ, (2.14)
que sa˜o apenas transformac¸o˜es de gauge para o campo de background, como hav´ıamos
mencionado.
Nesse mesmo gauge de campo de background, temos que Γ˜[Q˜, A] e´ invariante sob
δAaµ = −fabcωbAcµ +
1
g
∂µω
a, (2.15)
δQ˜aµ = −fabcωbQ˜cµ. (2.16)
Em particular, Γ˜[0, A] deve ser um funcional de A explicitamente invariante de gauge, ja´
que a Eq. (2.15) e´ apenas uma transformac¸a˜o de gauge convencional do campo de back-
ground e δQ˜ = 0 quando Q˜ = 0. A quantidade Γ˜[0, A] e´ a ac¸a˜o efetiva utilizada nos
ca´lculos de BFM. Temos, enta˜o, que as func¸o˜es de Green pro´prias geradas pela diferenci-
ac¸a˜o de Γ˜[0, A] satisfazem WI.
A relac¸a˜o entre o gerador funcional convencional e a ac¸a˜o de background, Γ˜[0, A], e´
realizada pela mudanc¸a de varia´vel Q→ Q− A na Eq. (2.8), que nos leva a
Z˜[J,A] = e−i
∫
d4xJaµA
aµ
Z[J ], (2.17)
onde Z[J ] e´ calculado com o termo de fixac¸a˜o de gauge
Ga = G˜a(Q− A,A) = ∂µQaµ − ∂µAaµ + gfabcAbµQcµ. (2.18)
A partir da Eq. (2.17), verifica-se que [26]
Γ˜[0, A] = Γ[A], (2.19)
onde Γ[A] e´ o gerador funcional de diagramas pro´prios usual. Logo, a ac¸a˜o efetiva de
BFM e´ apenas a ac¸a˜o efetiva usual em um gauge espec´ıfico.
Dada a correspondeˆncia acima entre a ac¸a˜o efetiva de background e convencional,
nota-se que os observa´veis f´ısicos calculados utilizando o formalismo de BFM sa˜o iguais
aos obtidos com o formalismo convencional, apesar das func¸o˜es de Green serem diferentes
devido a escolha de gauge. Dessa maneira, podemos utilizar as func¸o˜es de Green de
BFM, que satisfazem as WI, ao inve´s das func¸o˜es convencionais que obedecem as mais
complicadas STI. Adicionalmente, o BFM esta´ relacionado a te´cnica semelhante de PT [18,
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∆µν(q
2) =
∆˜µν(q
2) =
∆̂µν(q
2) =
Figura 2.1: Propagadores de gluon do formalismo PT-BFM. Os c´ırculos brancos represen-
tam propagadores completos, enquanto os cinzas externos representam campos de gluon
no background.
c bν µ
p r
q
a α
Figura 2.2: Ve´rtice de treˆs gluons, Γ˜αµν , com dois gluons quaˆnticos e um de background,
esse u´ltimo representado pela perna que termina com um c´ırculo cinza.
24, 25, 39, 40], de forma que a s´ıntese dos dois me´todos gera o esquema conhecido como
PT-BFM [16,17,27].
2.2.1 Novas func¸o˜es de Green e regras de Feynman
Como no formalismo PT-BFM distingue-se entre dois tipos de campos de gluon: quaˆn-
tico (Q) e background (B), surgem, enta˜o, novas func¸o˜es de Green e regras de Feynman.
Por exemplo, temos agora treˆs tipos de propagadores de gluon, dependendo da natureza
das pernas gluoˆnicas externas [24]. O propagador convencional e´ o formado por dois
gluons quaˆnticos (QQ), mas podemos ter ainda o propagador QB (uma perna externa
quaˆntica e outra no background), denotado por ∆˜µν(q
2), ou BB (as duas pernas externas
no background), denotado por ∆̂µν(q
2). Na Fig 2.1, temos a representac¸a˜o diagrama´-
tica desses propagadores, onde o c´ırculo cinza externo representa um campo de gluon no
background.
Adicionalmente aos novos propagadores gluoˆnicos, temos tambe´m novos ve´rtices na
teoria, como o ve´rtice de treˆs gluons BQQ (com um gluon de background e dois quaˆn-
ticos), Γ˜αµν , da Fig. 2.2. Esses novos ve´rtices com gluons de background satisfazem as
identidades de Ward-Takahashi de uma teoria Abeliana, em contraposic¸a˜o as complica-
das STIs na˜o Abelianas obedecidas pelos ve´rtices convencionais. Assim, o ve´rtice de treˆs
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Figura 2.3: No topo, a func¸a˜o de dois pontos Λµν(q). Abaixo, a representac¸a˜o diagrama´tica
do kernel de espalhamento gluon-ghost, Hµν .
gluons convencional (QQQ), por exemplo, obedece a STI,
qαΓαµν(q, r, p) = iF (q
2)
[
∆−1σν (r
2)Hσµ (q, r, p)−∆−1σµ(p2)Hσν (q, r, p)
]
, (2.20)
que envolve o propagador de gluon, o kernel de espalhamento gluon-ghost, H(q, r, p), cuja
representac¸a˜o diagrama´tica e´ dada na Fig. 2.3, e a func¸a˜o de dressing de ghost, F (q2),
dada a partir da relac¸a˜o
D(q2) = i
F (q2)
q2
, (2.21)
onde D(q2) e´ o propagador de ghost; note que em n´ıvel de a´rvore F (q2) = 1. Ja´ o ve´rtice
Γ˜αµν da Fig. 2.2 obedece a uma identidade do tipo Abeliana,
qαΓ˜αµν(q, r, p) = i[∆
−1
µν (r
2)−∆−1µν (p2)] , (2.22)
que envolve somente os propagadores de gluon convencionais.
Como, devido aos campos gluoˆnicos de background, aparecem novos ve´rtices na teoria,
temos novas regras de Feynman para esses ve´rtices [26], apresentadas na Fig. 2.4, onde
omitimos a regra de Feynman para o ve´rtice de quatro gluons BQQQ, pois em n´ıvel de
a´rvore e´ igual ao ve´rtice de quatro gluons convencional.
As novas func¸o˜es de Green do formalismo de PT-BFM se relacionam com as func¸o˜es
convencionais a partir das identidades Background-Quaˆntico (BQI) [41, 42]. Em particu-
lar, os novos propagadores de gluon possuem as seguintes BQIs:
∆˜−1(q2) =
[
1 +G(q2)
]
∆−1(q2) , (2.23)
∆̂−1(q2) =
[
1 +G(q2)
]2
∆−1(q2) , (2.24)
onde G(q2) e´ uma func¸a˜o auxiliar do formalismo de PT-BFM.
A func¸a˜o auxiliar G(q2) e´ o termo escalar que multiplica gµν na decomposic¸a˜o de
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a, α
c¯m cn
r, ρk3
q
k1
k2
a, α n, ν
k1
k2
q
m, µ
gfamn
[
gµν(k1 − k2)α + gαν(k2 − q + 1ξk1)µ
+gαµ(q − k1 − 1ξk2)ν
]
c¯m cn
k2
q
k1
a, α
gf amn(k1 + k2)α
m,µ
s, σ r, ρ
n, νk2
k1
p1
p2
−ig2
[
fmsef ern(gµρgνσ − gµνgρσ + 1ξgµσgνρ)
+fmnef esr(gµσgνρ − gµρgνσ − 1ξgµνgρσ)
+fmref esn(gµσgνρ − gµνgρσ)]
−ig2gαρ(fmaef ern + fmref ean)
a, α
c¯m cn
r, ρk3
q
k1
k2 −ig2gαρfmaef ern
Γ
Âmµ A
n
ν Â
r
ρA
s
σ
(k2, p2, p1)
iΓcnÂaαc¯m
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Figura 2.4: Regras de Feynman para os novos ve´rtices do formalismo PT-BFM.
Lorentz de uma func¸a˜o de Green especial Λµν(q), representada no topo da Fig. 2.3,
Λµν(q) = gµνG(q
2) +
qµqν
q2
L(q2) (2.25)
Essa func¸a˜o Λµν(q) e´ dada por
Λµν(q) = −ig2CA
∫
k
D(q − k)∆σµ(k)Hνσ(−q, q − k, k), (2.26)
onde, assim como antes, Hµν e´ o kernel ilustrado na parte inferior da Fig. 2.3. Adicional-
mente, a integral e´ definida em regularizac¸a˜o dimensional,∫
k
≡
∫
ddk
(2pi)d
, (2.27)
sendo d a dimensa˜o do espac¸o-tempo.
A func¸a˜o G(q2) tem sido estudada detalhadamente e, no gauge de Landau, temos a
relac¸a˜o [43]
F−1(q2) = 1 +G(q2) + L(q2) . (2.28)
2.3. ESD do propagador de gluon em PT-BFM 32
Q
+
(a3)(a2)(a1) (a4)
+ + +
(a6)(a5)
+
B
+∆˜−1(q2) =∆˜−1(q2) = −1
a
a
Figura 2.5: A ESD para o propagador do gluon QB, ∆˜µν(q), dentro do formalismo
PT-BFM sem a inclusa˜o dos campos de quarks.
Contudo, para propo´sitos pra´ticos, muitas vezes utiliza-se a relac¸a˜o aproximada [43]
1 +G(q2) ≈ F−1(q2) , (2.29)
que se torna exata tanto no IR profundo quanto no UV em 3 e 4 dimenso˜es [43–46], pois
a func¸a˜o L(q2) e´ nula em ambos limites.
Por fim, e´ importante ressaltar que os gluons de background devem aparecer somente
nas pernas externas dos diagramas e nunca dentro de um loop de integrac¸a˜o.
2.3 ESD do propagador de gluon em PT-BFM
Na Fig. 2.5, temos a ESD para o propagador do gluon com uma perna quaˆntica e outra
background (QB) na aproximac¸a˜o quenched [16]. E´ poss´ıvel mostrar que [27,47]
qµΠ˜µν(q)
∣∣∣∣
(a1)+(a2)
= qµΠ˜µν(q)
∣∣∣∣
(a3)+(a4)
= qµΠ˜µν(q)
∣∣∣∣
(a5)+(a6)
= 0 . (2.30)
Assim, a transversalidade e´ forc¸ada separadamente para os loops de gluon e ghost e ordem
a ordem na expansa˜o de loops vestidos.
Para verificar a transversalidade desses grupos de diagramas, deve-se explorar as iden-
tidades de Takahashi obedecidas pelos ve´rtices da teoria. Para exemplo, provaremos aqui
a transversalidade do grupo de diagramas gluoˆnicos de 1-loop vestido, i.e. a soma dos
diagramas (a1) e (a2) da Fig. 2.5.
A identidade de Takahashi satisfeita pelo ve´rtice de treˆs gluons Γ˜µαβ foi dada na
Eq. (2.22). Agora, considerando o diagrama (a1) e contraindo com o momento externo
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do gluon de background, obtemos
qν Π˜abµν
∣∣∣
(a1)
=
1
2
∫
k
Γ
(0)aex
µαβ ∆
αρ
ee′(k)
[
qνΓ˜be
′x′
νρσ
]
∆βσxx′(k + q)
=
1
2
∫
k
Γ
(0)aex
µαβ ∆
αρ
ee′(k)gf
be′x′ [∆−1ρσ (k + q)−∆−1ρσ (k)]∆βσxx′(k + q), (2.31)
onde na segunda linha utilizamos a Eq. (2.22). Fazendo uso da regra de Feynman para o
ve´rtice de treˆs gluons convencional em n´ıvel de a´rvore (Fig. 1.3) e omitindo os ı´ndices de
cor, temos
qν Π˜µν
∣∣∣
(a1)
=
1
2
g2CA
∫
k
[gαβ(2k + q)µ + gβµ(−k − 2q)α + gµα(q − k)β]
× [∆αβ(k)−∆αβ(k + q)] . (2.32)
Contraindo os ı´ndices,
qν Π˜µν
∣∣∣
(a1)
=
1
2
g2CA
∫
k
{(2k + q)µ [∆αα(k)−∆αα(k + q)]
− (2k + q)α
[
∆αµ(k)−∆αµ(k + q)
]}
. (2.33)
Apo´s algumas manipulac¸o˜es na expressa˜o acima, e´ poss´ıvel obter
qν Π˜µν
∣∣∣
(a1)
= CAg
2
∫
k
[
qµ∆
α
α(k)− qα∆αµ(k)
]
. (2.34)
Por outro lado, ao contrairmos a expressa˜o matema´tica do diagrama (a2) com o mo-
mento qν , encontramos diretamente
qν Π˜µν
∣∣∣
(a2)
=
1
2
qν
∫
k
Γ˜
(0)
µναβ∆
αβ(k)
= −CAg2
∫
k
[
qµ∆
α
α(k)− qα∆αµ(k)
]
. (2.35)
Aqui, utilizamos a regra de Feynman para o ve´rtice BQQQ em n´ıvel de a´rvore, que e´ ideˆn-
tica a do ve´rtice de quatro gluons convencional. Com isso, fica provada a transversalidade
do primeiro grupo de diagramas da Fig. 2.5, i.e.,
qν Π̂abµν
∣∣∣
(a1)+(a2)
= 0. (2.36)
Para comprovar a transversalidade dos outros dois blocos de diagrama, basta aplicar
o mesmo processo, utilizando as identidades de Ward-Takahashi envolvidas. Como resul-
tado, podemos truncar a ESD do propagador de gluon sem violar a simetria de gauge da
teoria (embutida na transversalidade da autoenergia do gluon), desde que consideremos
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todos os diagramas dentro de determinado bloco transverso. Evidentemente, isso na˜o
significa que as contribuic¸o˜es dos blocos de diagramas negligenciados no truncamento em
questa˜o sejam necessariamente pequenas, mas ao menos a invariaˆncia de gauge e´ preser-
vada, ja´ que a condic¸a˜o de transversalidade e´ satisfeita.
Finalmente, fazendo ξ = 0 na Eq. (2.1), temos que o propagador de gluon convencional
no gauge de Landau e´ dado por
∆µν = −iPµν(q)∆(q2) . (2.37)
Dessa forma, obtemos a relac¸a˜o entre os diagramas (ai) da Fig. 2.5 e o propagador de
gluon convencional,
∆−1(q2)Pµν(q) =
q2Pµν(q) + i
6∑
i=1
(ai)µν
1 +G(q2)
, (2.38)
onde utilizamos a BQI da Eq. (2.23).
35
Capı´tulo3
Gerac¸a˜o de massa para o gluon sem
divergeˆncias quadra´ticas
Este cap´ıtulo, juntamente com o Cap´ıtulo 4, constitui a parte central deste
trabalho. Nele, apresentamos os principais aspectos da gerac¸a˜o de uma massa
dinaˆmica para o gluon. Para isso, introduzimos o mecanismo de Schwinger,
que permite a gerac¸a˜o de uma massa para o bo´son da teoria, mesmo ele sendo
na˜o massivo em n´ıvel da Lagrangiana fundamental. Em QCD, o mecanismo
de Schwinger e´ integrado a` ESD do propagador de gluon atrave´s da estrutura
dos ve´rtices. Pore´m, a gerac¸a˜o de massa gluoˆnica e´ afligida pela aparic¸a˜o de
integrais com divergeˆncias quadra´ticas. A resoluc¸a˜o para esse problema se da´
a partir de uma identidade caracter´ıstica, va´lida em regularizac¸a˜o dimensio-
nal. Aqui, derivamos essa identidade e a aplicamos juntamente com as WIs
abelianas obedecidas pelos ve´rtices do formalismo de PT-BFM, de forma a
obter o inverso do propagador de gluon em transfereˆncia de momento nula.
Esses nossos resultados foram publicados na Ref. [48].
3.1 Considerac¸o˜es gerais
Um dos fenoˆmenos importantes que ocorrem na regia˜o na˜o-perturbativa da QCD e´
a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa, que acontece tanto para os campos de quark quanto para
os de gluon. Neste trabalho, vamos nos concentrar nos aspectos principais da gerac¸a˜o
de massa para o gluon. Para isso, o passo inicial e´ estudar o comportamento do propa-
gador de gluon na regia˜o na˜o perturbativa da QCD. A ideia de que os gluons adquirem
uma massa dinaˆmica dependente do momento devido a`s suas autointerac¸o˜es foi original-
mente proposta no in´ıcio dos anos 1980s [18, 49, 50] e sua validade foi testada em uma
se´rie de modelos fenomenolo´gicos [51–53], mas somente ganhou forc¸a recentemente com
o acu´mulo de evideˆncias advindas de simulac¸o˜es de redes de grandes volumes, tanto para
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Figura 3.1: Dados da rede para o propagador de gluon no gauge de Landau. Nota-se a
saturac¸a˜o no IR profundo, i.e. ∆(0) = cte.
SU(3) [6, 7, 29, 30] quanto para SU(2) [4, 5, 9, 28]. Os dados de QCD na rede estabele-
cem que o propagador de gluon no gauge de Landau satura no IR profundo, conforme
observado na Fig. 3.1 [6], o que corresponde a um sinal inequ´ıvoco de gerac¸a˜o de massa
gluoˆnica [11]. Recentemente, simulac¸o˜es da rede em gauges covariantes lineares revelam
que tal saturac¸a˜o na˜o e´ exclusiva ao gauge de Landau, persistindo para valores de ξ no
intervalo [0, 0.5] [31] . Ale´m disso, a inclusa˜o de um nu´mero pequeno de quarks dinaˆmicos
produz uma supressa˜o no propagador de gluon, mas preserva a saturac¸a˜o existente [8].
No caso de um propagador de gluon finito no IR, a func¸a˜o escalar ∆(q2) pode ser
decomposta no espac¸o euclidiano como
∆−1(q2) = q2J(q2) +m2(q2) , (3.1)
onde J(q2) corresponde a um termo cine´tico e m2(q2) e´ uma massa dinamicamente gerada
para o gluon (dependente do momento) [54, 55]. Assim, a saturac¸a˜o do propagador da
rede e´ explicada atrave´s da gerac¸a˜o dinaˆmica de massa do gluon, de forma que
∆−1(0) = m2(0) . (3.2)
Para ver como essa massa pode ser gerada, consideremos primeiramente a chamada
Lagrangiana de Yang-Mills, que e´ obtida quando desprezamos os campos de quark na
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Lagrangiana da QCD que foi definida na Eq. (1.1), ou seja,
LYM = −1
4
Gµνa G
a
µν −
1
2ξ
(∂µAaµ)
2 + c¯a(−∂µDacµ )cc . (3.3)
Sabemos que o mecanismo de gerac¸a˜o de massa para o gluon deve ocorrer sem modificac¸a˜o
na lagrangiana acima, pois essa e´ invariante de gauge e a inserc¸a˜o de um termo de massa
na forma m2A2µ quebraria tal invariaˆncia, sendo, portanto, proibida.
A resoluc¸a˜o para esse problema se da´ pela generalizac¸a˜o do bem conhecido mecanismo
de Schwinger [56, 57]. Segundo Schwinger, a invariaˆncia de gauge de um campo vetorial
(campo de gluons) na˜o implica necessariamente em massa nula para a part´ıcula associ-
ada, desde que a dinaˆmica da teoria seja forte o suficiente para produzir tal massa. A
observac¸a˜o fundamental de Schwinger foi que, se a polarizac¸a˜o do va´cuo dos bo´sons de
gauge adquirir um polo em transfereˆncia de momento nula, a part´ıcula associada se torna
massiva, mesmo que a simetria de gauge pro´ıba uma massa em n´ıvel da Lagrangiana
fundamental.
Para entender a proposic¸a˜o de Schwinger mais claramente, considere o propagador
de gluon em gauges covariantes, ∆µν(q), da Eq. (2.1). Vimos, na Eq. (2.3), que o fator
escalar, ∆(q2), e´ expresso em termos da autoenergia do gluon, Π(q2), da seguinte forma
∆−1(q2) = q2 + iΠ(q2) . (3.4)
Em geral, define-se a polarizac¸a˜o do va´cuo sem dimensa˜o, denotada por Π(q2), como
Π(q2) = q2Π(q2). Assim, podemos escrever
∆−1(q2) = q2[1 + Π(q2)] . (3.5)
Logo, se Π(q2) possuir um polo em q2 = 0 com res´ıduo positivo m2, i.e. Π(q2) = m2/q2,
enta˜o (no espac¸o Euclideano)
∆−1(q2) = q2 +m2 . (3.6)
Portanto, o propagador se torna massivo, ∆−1(0) = m2, apesar de possuir massa nula em
n´ıvel da Lagrangiana da Eq. (3.3).
3.2 Identidade de Seagull
Do ponto de vista teo´rico, a gerac¸a˜o de uma massa dinaˆmica para o gluon apresenta
complicac¸o˜es devido a aparic¸a˜o de divergeˆncias quadra´ticas, na forma
∆−1(0) = c1
∫
k
∆(k) + c2
∫
k
k2∆2(k) , (3.7)
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que sa˜o t´ıpicas dos diagramas (a1) e (a2) da Fig. 2.5. Em particular, o diagrama (a2) e´
denominado diagrama seagull, devido a sua forma lembrar uma gaivota estilizada. Como
esse tipo de divergeˆncia quadra´tica aparece nesse tipo de diagrama, denominamo-la di-
vergeˆncia seagull. O problema da presenc¸a de tais integrais divergentes reside no fato de
que elas precisam ser regularizadas, pore´m os processos de regularizac¸a˜o empregados na
literatura na˜o fornecem resultados satisfato´rios do ponto de vista teo´rico, pois apresentam
ambiguidade [11].
Todavia, e´ poss´ıvel eliminar este problema atrave´s da chamada identidade de seagull.
Para deriva´-la, primeiro considere a classe de func¸o˜es vetoriais
Fµ(k) = f(k2)kµ, (3.8)
com f(k2) uma func¸a˜o escalar arbitra´ria. Como Fµ(−k) = −Fµ(k), temos que∫
k
Fµ(k) = 0 . (3.9)
Assumamos agora que a func¸a˜o f(k2) se anula rapidamente quando k2 → ∞, de forma
que a integral (em coordenadas esfe´ricas, com y = k2)∫
k
f(k2) =
1
(4pi)
d
2 Γ
(
d
2
) ∫ ∞
0
dyy
d
2
−1f(y) (3.10)
convirja para valores positivos de d abaixo de um certo valor d∗. Dessa maneira, a integral
e´ bem definida dentro do intervalo (0, d∗) e pode ser continuada analiticamente fora desse
intervalo.
Devido a` propriedade de invariaˆncia translacional da regularizac¸a˜o dimensional, pode-
mos deslocar o argumento da func¸a˜o (3.8) por um momento arbitra´rio q sem comprometer
o resultado da Eq. (3.9). Expandindo em torno de q = 0, enta˜o, obtemos
Fµ(q + k) = Fµ(k) + qν
{
∂
∂qν
Fµ(q + k)
}
q=0
+O(q2)
= Fµ(k) + qν ∂Fµ(k)
∂kν
+O(q2) . (3.11)
Em concordaˆncia com Eq. (3.9), ao integrar ambos os lados da expansa˜o acima, o resultado
deve ser nulo ordem a ordem, de forma que
qν
∫
k
∂Fµ(k)
∂kν
= 0. (3.12)
Dado que a integral possui dois ı´ndices de Lorentz livres e nenhuma escala de momento,
ela somente pode ser proporcional ao tensor gµν . Adicionalmente, como q e´ arbitra´rio,
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conclui-se que a Eq. (3.12) e´ satisfeita atrave´s da identidade de seagull [48],∫
k
∂Fµ(k)
∂kµ
= 0 . (3.13)
Tal identidade foi originalmente escrita como [58]∫
k
k2
∂f(k2)
∂k2
+
d
2
∫
k
f(k2) = 0 , (3.14)
o que pode ser obtido utilizando a relac¸a˜o
∂f(k2)
∂kµ
= 2kµ
∂f(k2)
∂k2
(3.15)
na Eq. (3.13).
3.3 Identidades de Ward Abelianas dos ve´rtices PT-
BFM
Vimos na Fig. 2.5 a ESD para o propagador de gluon QB, os ve´rtices aparecendo
nesses diagramas sa˜o denotados por Γ˜µαβ (BQQ), Γ˜α (Bc¯c) e Γ˜
abc
µαβγ (BQQQ). Sabemos
que tais ve´rtices satisfazem identidades de Takahashi, especificamente,
qµΓ˜µαβ(q, r, p) = i∆
−1
αβ(r)− i∆−1αβ(p),
qµΓ˜µ(q, r,−p) = D−1(q + r)−D−1(r),
qµΓ˜mnrsµαβγ(q, r, p, t) = f
msef ernΓαβγ(r, p, q + t) + f
mnef esrΓβγα(p, t, q + r)
+ fmref ensΓγαβ(t, r, q + p) , (3.16)
onde os ve´rtices Γαβγ aparecendo no lado direito da u´ltima equac¸a˜o sa˜o os ve´rtices de treˆs
gluons convencionais (QQQ).
Estamos interessados no comportamento de ∆(0), ou, dado a Eq. (2.23), ∆˜(0). Assim,
as STIs relevantes aqui sa˜o aquelas obtidas a partir da determinac¸a˜o dos limites das
identidades da Eq. (3.16) quando o momento q do gluon externo tende a zero. Para isso,
utiliza-se a expansa˜o de Taylor de uma func¸a˜o f(q, r, p) em torno de q = 0 (e p = −r),
dada por
f(q, r, p) = f(0, r,−r) + qµ
{
∂
∂qµ
f(q, r, p)
}
q=0
+O(q2) , (3.17)
onde qualquer poss´ıvel estrutura de Lorentz ou de cor da func¸a˜o foi suprimida.
Para entender a ideia, podemos olhar para o caso mais simples de interac¸a˜o de um fo´ton
com um campo escalar complexo (QED escalar). Nesse caso, consideramos a identidade
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Figura 3.2: Ve´rtice fo´ton-campo escalar com a convenc¸a˜o de momentos adotada.
de Takahashi satisfeita pelo ve´rtice completo fo´ton-campo escalar, Γµ, da Fig 3.2,
qµΓµ(q, r, p) = iD−1(r2)− iD−1(p2) , (3.18)
onde D e´ o propagador completo do campo escalar. Para obter a WI correspondente, ou
seja, o limite da identidade de Takahashi quando o momento do campo do bo´son de gauge
tende a zero, devemos expandir ambos os lados da Eq. (3.18) em torno de q = 0. Assim,
obtemos
qµΓµ(0, r,−r) +O(q2) = −iqµ
{
∂
∂qµ
D−1(q + r)
}
q=0
+O(q2) . (3.19)
Enta˜o, igualando os termos lineares em qµ, temos
Γµ(0, r,−r) = −i
{
∂
∂qµ
D−1(q + r)
}
q=0
= −i ∂
∂rµ
D−1(r2) , (3.20)
que e´ a expressa˜o ana´loga a` conhecida WI obedecida pelo ve´rtice ele´tron-fo´ton de QED
espinorial.
Aplicando o processo acima nas duas primeiras identidades da Eq. (3.16), obtemos
que, na auseˆncia de polos do tipo i/q2, as WIs para os ve´rtices BQQ e Bc¯c sa˜o dadas por
Γ˜µαβ(0,−p, p) = i
∂∆−1αβ(p)
∂pµ
; Γ˜µαβ(0, r,−r) = −i
∂∆−1αβ(r)
∂rµ
; (3.21)
Γ˜µ(0,−p, p) = i∂D
−1(p2)
∂pµ
; Γ˜µ(0, r,−r) = −i∂D
−1(r2)
∂rµ
. (3.22)
No caso do ve´rtice BQQQ, a derivac¸a˜o da WI correspondente e´ um pouco mais compli-
cada, mas, apo´s algumas manipulac¸o˜es, e´ poss´ıvel obter [48]
Γ˜mnrsµαβγ(0, r, p,−r − p) =
(
fmnef esr
∂
∂rµ
+ fmref ens
∂
∂pµ
)
Γαβγ(r, p,−r − p) . (3.23)
Enfatizamos que as WIs derivadas aqui dependem dos ve´rtices envolvidos admitirem
uma expansa˜o de Taylor, ou seja, na˜o contenham polos em q = 0. Tal hipo´tese sera´
relaxada posteriormente, quando assumirmos que os ve´rtices conteˆm polos na˜o massivos.
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3.3.1 Identidades de Ward e fatores de forma dos ve´rtices
Agora, podemos estudar como as WIs acima impactam os fatores de forma que apare-
cem na decomposic¸a˜o tensorial dos ve´rtices correspondentes. O caso mais simples e´ o do
ve´rtice gluon-ghost Bc¯c, que, em termos dos dois momentos q e r, possui a forma geral
Γ˜µ(q, r, p) = A˜1(q2, r2, p2)qµ + A˜2(q2, r2, p2)rµ , (3.24)
onde q e´ o momento carregado pelo gluon. Em concordaˆncia com a condic¸a˜o assumida
na derivac¸a˜o das WIs acima, consideramos por enquanto que os fatores de forma A˜1 e A˜2
na˜o possuem polos (cine´ticos ou dinaˆmicos) em q2. No limite em que q = 0, enta˜o, temos
da Eq. (3.24) que
Γ˜µ(0, r,−r) = A˜2(r2)rµ . (3.25)
Assim, a partir da Eq. (3.22), obtemos
A˜2(r2) = −2i∂D
−1(r2)
∂r2
. (3.26)
A Eq. (3.26) pode ser checada para o ve´rtice em n´ıvel de a´rvore, dado na Fig. 2.4, que
para q = 0 se reduz a
Γ˜µ(0, r,−r) = −2rµ , (3.27)
onde utilizamos as definic¸o˜es de ve´rtice do Apeˆndice B. Nota-se que, de fato, a expres-
sa˜o acima pode ser obtida da Eq. (3.26) utilizando a definic¸a˜o do propagador de ghost
perturbativo, dada pela Eq. (2.21), i.e. D−1(r2) = −ir2.
Em seguida, podemos considerar o ve´rtice de treˆs gluons Γ˜µαβ(q, r, p), cuja decompo-
sic¸a˜o tensorial pode ser escrita como
Γ˜µαβ(q, r, p) =
14∑
i=1
A˜i(q
2, r2, q · r) bµαβi , (3.28)
onde a base biµαβ e´ escolhida como
bµαβ1 = q
µgαβ; bµαβ2 = q
µqαqβ; bµαβ3 = q
µqαrβ; bµαβ4 = q
µrαqβ; bµαβ5 = q
µrαrβ,
bµαβ6 = r
µgαβ; bµαβ7 = r
µqαqβ; bµαβ8 = r
µqαrβ; bµαβ9 = r
µrαqβ; bµαβ10 = r
µrαrβ,
bµαβ11 = q
αgβµ; bµαβ12 = q
βgαµ; bµαβ13 = r
αgβµ; bµαβ14 = r
βgαµ. (3.29)
Assim como no caso do ve´rtice gluon-ghost, assume-se que os fatores de forma A˜i na˜o
conteˆm polos em q2. Logo, no limite q → 0, apenas as componentes b6, b10, b13 e b14
sobrevivem, pois sa˜o independentes de q, assim,
Γ˜µαβ(0, r,−r) = A˜6(r2)rµgαβ + A˜10(r2)rµrαrβ + A˜13rαgβµ + A˜14rβgαµ . (3.30)
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A expressa˜o para o propagador de gluon dada na Eq. (2.1) pode ser transformada em uma
expressa˜o para o inverso do propagador1,
−i∆−1µν (q) = ∆−1(q2)Pµν(q) + ξ−1qµqν . (3.31)
Com isso, pode-se calcular o lado direito da WI para o ve´rtice Γ˜µαβ da Eq. (3.21) e
comparar com as estruturas tensoriais da Eq. (3.30), de forma a obter
A˜6(r
2) = 2
∂∆−1(r2)
∂r2
, A˜10(r
2) = −2 ∂
∂r2
(
∆−1(r2)
r2
)
, A˜13(r
2) = A˜14(r
2) =
1
ξ
− ∆
−1(r2)
r2
.
(3.32)
Na˜o e´ dif´ıcil verificar a validade dos resultados acima em n´ıvel de a´rvore, pois o ve´rtice
BQQ em q = 0 e´ dado por (Apeˆndice B)
Γ˜
(0)
µαβ(0, r,−r) = 2rµgαβ + rαgβµ
(
1
ξ
− 1
)
+ rβgαµ
(
1
ξ
− 1
)
, (3.33)
o que resulta em
A
(0)
6 (r
2) = 2, A
(0)
10 (r
2) = 0, A
(0)
13 = A
(0)
14 =
1
ξ
− 1 , (3.34)
que e´ exatamente o que a Eq. (3.32) gera com ∆−1(r2) = r2.
A construc¸a˜o ana´loga para o caso do ve´rtice de quatro gluons, Γ˜mnrsµαβγ(q, r, p, t), seria
bem mais extensa devido ao elevado nu´mero de estruturas tensoriais envolvidas na sua
decomposic¸a˜o de Lorentz e, portanto, na˜o sera´ realizada. Veremos adiante que essa de-
composic¸a˜o de Γ˜mnrsµαβγ(q, r, p, t) na˜o e´ necessa´ria para a realizac¸a˜o dos ca´lculos de ∆(0) em
que estamos interessados.
3.3.2 Aplicac¸a˜o na autoenergia do fo´ton em QED escalar
Um exemplo de como a identidade de seagull age juntamente com a identidade de
Ward-Takahashi e´ observado em QED escalar. Em aproximac¸a˜o de um loop vestido,
a autoenergia do fo´ton nessa teoria e´ dada pela soma de diagramas da Fig. 3.3, cuja
expressa˜o matema´tica e´ dada por
Πµν(q) = e
2
∫
k
Γ(0)µ D(k)D(k + q)Γν + e2
∫
k
Γ(0)µν (k) , (3.35)
sendo Γ
(0)
µ a expressa˜o para o ve´rtice fo´ton-escalar em n´ıvel de a´rvore,
Γ(0)µ = −i(2k + q)µ . (3.36)
1Note que ∆νµ(q)∆
−1
νρ (q) = −igµρ.
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Figura 3.3: A contribuic¸a˜o de um loop vestido para a ESD da autoenergia do fo´ton em
QED escalar.
Adicionalmente, o ve´rtice que aparece no diagrama (d2) da Fig. 3.3 e´ expresso como
Γ(0)µν = 2igµν . (3.37)
A partir da identidade de Takahashi da Eq. (3.18), na˜o e´ dif´ıcil mostrar que qνΠµν(q) = 0,
ou seja Πµν(q) e´ transverso e assume a forma Πµν(q) = Π(q
2)Pµν(q). Assim, Π(q
2) a´ dado
por
Π(q2) =
−2ie2
d− 1
[∫
k
D(k)D(k + q)kµ Γµ − d
∫
k
D(k)
]
. (3.38)
Em um loop de teoria de perturbac¸a˜o, a expressa˜o para a autoenergia do fo´ton,
Π(1)(q2), e´ escrita como
Π(1)(q2) =
−ie2
d− 1
[∫
k
(4k2 − q2)D0(k)D0(k + q)− 2d
∫
k
D0(k)
]
, (3.39)
onde D0(k) = (k2 −m2)−1. Agora, tomando o limite em que q → 0, temos
Π(1)(0) =
−4ie2
d− 1
[∫
k
k2D20(k)−
d
2
∫
k
D0(k)
]
, (3.40)
que e´ a identidade de seagull da Eq. (3.14) com f(k2) = D0(k2). Consequentemente, temos
que Π(1)(0) = 0, como esperado, ja´ que o fo´ton permanece na˜o massivo perturbativamente.
Pode-se analisar o caso de um loop vestido dado pela Eq. (3.35). Isso foi feito em [58]
e obte´m-se que, de fato, Π(0) = 0 na auseˆncia de polos no ve´rtice. Assim, a identidade de
Ward-Takahashi aliada a identidade de seagull garante a massa nula do fo´ton em QED
escalar. Veremos, enta˜o, que algo semelhante acontece com a autoenergia do gluon na
origem.
3.4 A autoenergia do gluon na origem
As WIs Abelianas derivadas anteriormente podem ser utilizadas para escrever a ex-
pressa˜o que determina a autoenergia do gluon na origem, Π˜(0), em uma forma particular
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Figura 3.4: Diagramas gluoˆnicos de um loop vestido contribuindo para a ESD da autoener-
gia do gluon QB. C´ırculos brancos indicam propagadores completos e c´ırculos vermelhos
ve´rtices de treˆs gluons completos.
que nos permite o uso da identidade de seagull. Lembramos que Π˜µν(0) = Π˜(0)gµν . Ale´m
disso, ı´ndices de cor sera˜o suprimidos sempre que poss´ıvel.
Comec¸amos, enta˜o, com a primeira contribuic¸a˜o a` autoenergia dada pela soma dos
diagramas (a1) e (a2) da Fig. 2.5 (bloco verde). Por convenieˆncia, mostramos estes dois
diagramas novamente na Fig. 3.4, onde especificamos a convenc¸a˜o de momento adotada.
Mais especificadamente, em q = 0 temos
d Π˜(1)(0) = a1(0) + a2(0), (3.41)
com
a1(0) =
1
2
g2CA
∫
k
Γ
(0)
µαβ(0, k,−k)∆αρ(k)∆βσ(k)Γ˜µσρ(0, k,−k) , (3.42)
a2(0) = −ig2CA(d− 1)
∫
k
∆αα(k), (3.43)
onde o ve´rtice de treˆs gluons convencional em n´ıvel de a´rvore e´ dado por
Γ
(0)
µαβ(0, k,−k) = 2kµgαβ − kβgαµ − kαgβµ . (3.44)
Assim, usando a Eq. (3.21), deriva-se a relac¸a˜o
∆αρ(k)∆βσ(k)Γ˜µσρ(0, k,−k) = −i
∂
∂kµ
∆αβ(k), (3.45)
de maneira que podemos reescrever a Eq. (3.42) como
a1(0) = − i
2
g2CA
{∫
k
∂
∂kµ
[
Γ
(0)
µαβ(0, k,−k)∆αβ(k)]−
∫
k
∆αβ(k)
∂
∂kµ
Γ
(0)
µαβ(0, k,−k)
}
.
(3.46)
Ale´m disso, temos
∂
∂kµ
Γ
(0)
µαβ(0, k,−k) = 2(d− 1)gαβ. (3.47)
Nota-se, enta˜o, que o segundo termo da Eq. (3.46) cancela com a expressa˜o para a2(0)
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Figura 3.5: Diagramas de um loop vestido de ghost contribuindo para a ESD da autoe-
nergia do gluon QB. C´ırculos brancos indicam propagadores completos e c´ırculos pretos
ve´rtices gluon-ghost completos.
da Eq. (3.43), o que nos leva a
d Π˜(1)(0) = −g2CA(d− 1)
∫
k
∂F (1)µ (k)
∂kµ
; F (1)µ (k) = ∆(k2)kµ. (3.48)
Portanto, devido a identidade de seagull, d Π˜(1)(0) = 0.
Agora, olhemos para os diagramas de loop de ghost da Fig. 3.5, que aparecem no bloco
laranja da Fig. 2.5. Em q = 0, temos
a3(0) = −g2CA
∫
k
kµD
2(k2)Γ˜µ(0, k,−k), (3.49)
a4(0) = dg
2CA
∫
k
D(k2). (3.50)
A partir da Eq. (3.22), e´ poss´ıvel obter
a3(0) = g
2CA
{∫
k
∂
∂kµ
[
Γ(0)µ D(k
2)
]− d∫
k
D(k2)
}
. (3.51)
Logo, o segundo termo da Eq. (3.51) se anula com a4(0), de forma que
d Π˜(2)(0) = g2CA
∫
k
∂F (2)µ (k)
∂kµ
; F (2)µ (k) = D(k2)kµ , (3.52)
ou seja, Π˜(2)(0) = 0
Por fim, o u´ltimo bloco da Fig. 2.5 apresenta as contribuic¸o˜es gluoˆnicas de dois loops
vestidos, Π˜
(3)
µν (q), destacadas na Fig. 3.6, cujos diagramas em q = 0 sa˜o expressados
matematicamente por
aab5 (0) =
i
6
g4Γ
(0)amnr
µαβγ
∫
k
∫
`
∆γτ (k)∆βσ(`)∆αρ(k + `)Γ˜brnmµτσρ (0, k, `,−k − `),
a6(0) = Nµαβγ
∫
k
∆γτ (k)∆λδ(k)Y αβδ (k)Γ˜
µ
τλ(0, k,−k) , (3.53)
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Figura 3.6: Diagramas gluoˆnicos de dois loops vestidos contribuindo para a ESD da
autoenergia do gluon QB.
Figura 3.7: Subdiagrama Y αβδ (k), que aparece no diagrama (a6) da contribuic¸a˜o de dois
loops vestidos para a autoenergia do gluon.
onde definimos
Nµαβγ = 3
4
ig4C2A(gµαgγβ − gµβgγα) , (3.54)
e
Y αβδ (k) =
∫
`
∆αρ(`)∆βσ(k + `)Γσρδ(−k − `, `, k) , (3.55)
que corresponde ao subdiagrama da Fig. 3.7 que esta´ aninhado no diagrama (a6) mostrado
na Fig. 3.6. Este subdiagrama foi objeto de estudo na Ref. [55] e, devido a simetria de
Bose do ve´rtice Γσρδ, assume a forma
Y αβδ (k) = (k
αgβδ − kβgαδ )Y (k2); Y (k2) =
1
d− 1
1
k2
kαg
δ
βY
αβ
δ (k). (3.56)
Fazendo uso da Eq. (3.45), obtemos
a6(0) = Nµαβγ
∫
k
Y αβδ (k)
∂∆γδ(k)
∂kµ
. (3.57)
Adicionalmente, apo´s empregar a WI da Eq. (3.23), encontramos que
aab5 (0) =
i
6
g4Γ
(0)amnr
µαβγ
∫
k
∫
`
∆γτ (k)∆βσ(`)∆αρ(k + `)
×
(
f brxfxmn
∂
∂kµ
+ f bnxfxrm
∂
∂`µ
)
Γτσρ(k, `,−k − `). (3.58)
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Podemos, ainda, utilizar as identidades
f brxfxmnΓ
(0)amnr
µαβγ =
3
2
C2Aδ
ab(gµαgβγ − gµβgαγ),
f bnxfxrmΓ
(0)amnr
µαβγ =
3
2
C2Aδ
ab(gµγgαβ − gµαgβγ), (3.59)
de forma que e´ poss´ıvel chegar a
a5(0) = Nµαβγ
{
2
3
∫
k
∂
∂kµ
[
∆γδ(k)Y αβδ (k)
]− ∫
k
Y αβδ (k)
∂∆γδ(k)
∂kµ
}
, (3.60)
onde o fator de cor δab foi omitido. O segundo termo, enta˜o, cancela com a Eq. (3.57) e
obtemos
d Π˜(3)(0) = −i(d− 1)g4C2A
∫
k
∂F (3)µ (k)
∂kµ
; F (3)µ (k) = ∆(k2)Y (k2)kµ. (3.61)
As demonstrac¸o˜es desta sec¸a˜o dadas pelas Eqs. (3.48), (3.52) e (3.61) estabelecem que,
assumindo a auseˆncia de polos do tipo 1/q2 nos fatores de forma dos ve´rtices fundamentais,
Π˜(i)(0) = 0, i = 1, 2, 3 ⇒ Π˜(0) =
3∑
i=1
Π˜(i)(0) = 0 , (3.62)
o que nos leva a
∆˜−1(q2) = q2 + i
[
Π˜(1)(q2) + Π˜(2)(q2) + Π˜(3)(q2)
]
⇒ ∆˜−1(0) = 0 . (3.63)
Tambe´m temos que, em q = 0,
∆−1(0) =
∆˜−1(0)
1 +G(0)
. (3.64)
Se introduzirmos, agora, a hipo´tese adicional de que a func¸a˜o 1 +G(0) e´ finita para todo
ξ, chegamos a conclusa˜o final de que
∆−1(0) = 0 , (3.65)
ou seja, o gluon possui massa nula na auseˆncia de polos em q2.
Observa-se que as provas elaboradas acima sa˜o va´lidas para qualquer valor do pa-
raˆmetro de fixac¸a˜o de gauge, ξ, dentro da classe de gauges covariantes lineares (Rξ).
Adicionalmente, em um gauge Rξ geral, existe uma relac¸a˜o entre a func¸a˜o G e a func¸a˜o
de dressing do propagador de ghost F, que leˆ [59]
F−1(q2) = 1 +G(q2) + L(q2) + ξK(q2), (3.66)
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onde K representa a func¸a˜o associada ao acoplamento do antighost com uma certa fonte
anti-BRST necessa´ria para formular o BFM. No gauge de Landau, como a func¸a˜o de
dressing do propagador de ghost e´ na˜o nula em q2 = 0 enquanto L(0) = 0 [43], obte´m-se
F−1(0) = 1 +G(0), (3.67)
o que garante a finitude de 1 + G(0). Para ξ 6= 0, pore´m, a situac¸a˜o e´ mais complicada.
Contudo, estudos anal´ıticos recentes [60,61] revelam que o propagador de gluon continua
a saturar no IR, um resultado que tem sido confirmado por simulac¸o˜es da rede [31]. Isso
aponta que 1 +G(0) deve de fato permanecer finito quando ξ 6= 0 [48].
Enfatiza-se que nenhum Ansatz espec´ıfico foi utilizado para os ve´rtices completos
aparecendo nas derivac¸o˜es acima. Isso pode ser contrastado com a demonstrac¸a˜o original
do cancelamento de seagull apresentada em [58].
3.4.1 Renormalizac¸a˜o
Agora, e´ necessa´rio conferir se a conclusa˜o de que a anulac¸a˜o ∆−1(0) na auseˆncia de
polos persiste apo´s a renormalizac¸a˜o, i.e., se ∆−1R (0) = 0. Para isso, comec¸amos com as
condic¸o˜es de renormalizac¸a˜o no setor quaˆntico da teoria:
∆R = Z
−1
Q ∆(q
2); DR = Z
−1
c D(q
2); gR = Z
−1
g g, (3.68)
ΓµR = Z1Γ
µ; ΓµαβR = Z3Γ
µαβ; ΓmnrsRµαβν = Z4Γ
mnrs
µαβν , (3.69)
onde ZQ e´ a constante de renormalizac¸a˜o do propagador de gluon convencional, Zc a do
propagador de ghost, Zg a da constante de acoplamento e Z1, Z3 e Z4 as dos ve´rtices
convencionais de gluon-ghost, treˆs gluons e quatro gluons, respectivamente. As condic¸o˜es
que relacionam as constantes acima sa˜o aquelas estabelecidas para gauges covariantes [38],
onde as STIs da teoria garantem a validade de
Zg = Z1Z
−1/2
Q Z
−1
c = Z3Z
−3/2
Q = Z
1/2
4 Z
−1
Q . (3.70)
Considere, enta˜o, os setores background e quaˆntico-background; as func¸o˜es de dois
pontos relevantes sa˜o renormalizadas como
∆̂R = Z
−1
B ∆̂; ∆˜R = Z−1∆˜; GR = ZGG, (3.71)
sendo ZB a constante de renormalizac¸a˜o do propagador BB, Z a do propagador QB e ZG
a da func¸a˜o de dois pontos G(q2). Tais constantes satisfazem
Zg = Z
−1/2
B ; Z = Z1/2Q Z1/2B ; ZG = Z−1/2Q Z1/2B ; ZG = ZcZ−11 = ZZ−1Q . (3.72)
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Similarmente, as constantes de renormalizac¸a˜o dos treˆs ve´rtices envolvendo um gluon
background, que carrega momento q, sa˜o definidas como
Γ˜µR = Z˜1Γ˜
µ; Γ˜µαβR = Z˜3Γ˜
µαβ; Γ˜mnrsRµαβν = Z˜4Γ˜
mnrs
µαβν , (3.73)
onde Z˜1, Z˜3 e Z˜4 sa˜o, respectivamente, as constantes de renormalizac¸a˜o dos ve´rtices gluon-
ghost Bc¯c, treˆs gluons BQQ e quatro gluons BQQQ. As STIs Abelianas correspondentes
impo˜em as condic¸o˜es:
Z˜1 = Zc; Z˜3 = ZQ; Z˜4 = Z3. (3.74)
Utilizando as relac¸o˜es acima, e´ poss´ıvel chegar a [48]
∆˜−1R (q
2) = Zq2 + i
[
Z3Π˜
(1)
R (q
2) + Z1Π˜
(2)
R (q
2) + Z4Π˜
(3)
R (q
2)
]
, (3.75)
onde foram introduzidas as combinac¸o˜es
Z3 = ZZ2gZQ; Z1 = ZZ2gZc; Z4 = ZZ4gZ−13 Z3Q. (3.76)
Assim, fica claro que ∆−1R (0) = 0.
A constante Z pode ser fixada utilizando o esquema de renormalizac¸a˜o subtrativa de
momento (MOM), que garante que o propagador do gluon recupera´ sua forma em n´ıvel de
a´rvore na escala de renormalizac¸a˜o µ. Portanto, a condic¸a˜o de renormalizac¸a˜o e´ imposta
de forma que ∆˜−1R (µ
2) = µ2. Assim, a constante de renormalizac¸a˜o Z e´ fixada como sendo
Z = 1− i
µ2
[
Z3Π˜
(1)
R (µ
2) + Z1Π˜
(2)
R (µ
2) + Z4Π˜
(3)
R (µ
2)
]
. (3.77)
Portanto, temos
∆˜−1R (q
2) = q2 + i
[
Z3Π˜
(1)
R (q
2) + Z1Π˜
(2)
R (q
2) + Z4Π˜
(3)
R (q
2)
]
− q
2
µ2
i
[
Z3Π˜
(1)
R (µ
2) + Z1Π˜
(2)
R (µ
2) + Z4Π˜
(3)
R (µ
2)
]
, (3.78)
de maneira que, novamente, ∆−1R (0) = 0.
3.5 Contornando o cancelamento de seagull
Na sec¸a˜o anterior vimos que o inverso do propagador de gluon, na auseˆncia de polos nos
ve´rtices, e´ nulo devido a ac¸a˜o da identidade de seagull. A obtenc¸a˜o de um propagador de
gluon finito ocorre a partir da implementac¸a˜o na˜o Abeliana do mecanismo de Schwinger,
a qual requer a presenc¸a de polos na˜o massivos longitudinalmente acoplados nos ve´rtices
fundamentais da teoria. Especificamente, assumimos que alguns dos fatores de forma
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passam a conter polos do tipo 1/q2, de maneira que agora esses fatores de forma podem
ser divididos em duas partes, uma na auseˆncia de polos (sobrescrito “np”) e uma que
conte´m a contribuic¸a˜o dos polos (sobrescrito “p”). Pore´m, somente os fatores de forma
longitudinalmente acoplados podem conter partes com polo, pois tais polos devem agir
como bo´sons de Nambu-Goldstone dinaˆmicos e se dissociarem das amplitudes on-shell.
Isso implica que a parte do ve´rtice de treˆs gluons que conte´m polo, Γ˜pαµν(q, r, p), por
exemplo, deve satisfazer
Pα
′α(q)P µ
′µ(r)P ν
′ν(p)Γ˜pαµν(q, r, p) = 0. (3.79)
Aqui consideramos apenas polos em q2, pois esse e´ o canal relevante na ESD do propa-
gador de gluon onde os ve´rtices sera˜o eventualmente inseridos (veja Figs. 3.4, 3.5 e 3.6).
E´ claro que polos associados a r e p tambe´m podem aparecer, pois os ve´rtices tambe´m
devem satisfazer as STIs correspondentes com respeito a rµ e pµ, contudo, essas STIs
na˜o aparecem na ana´lise do propagador de gluon da Fig. 2.5. Assim, enquanto anterior-
mente nenhum dos fatores de forma possu´ıa polos, agora, usando a notac¸a˜o introduzida
nas Eqs. (3.24) e (3.28), temos
A˜1 = A˜np1 + A˜p1 ; A˜2 = A˜np2 ,
A˜i = A˜
np
i + A˜
p
i , i = 1, ..., 5; A˜i = A˜
np
i , i = 6, ..., 14, (3.80)
onde, no caso do ve´rtice de treˆs gluons, somente os fatores de forma A˜i com i = 1, ..., 5
satisfazem a Eq. (3.79).
Assim, os ve´rtices completos na˜o perturbativos que aparecem nos diagramas da Fig. 2.5
passam a ser escritos na forma
Γ˜µαβ(q, r, p) = Γ˜
np
µαβ(q, r, p) + Γ˜
p
µαβ(q, r, p),
Γ˜µ(q, r, p) = Γ˜
np
µ (q, r, p) + Γ˜
p
µ(q, r, p),
Γ˜mnrsµαβγ(q, r, p, t) = Γ˜
np,mnrs
µαβγ (q, r, p, t) + Γ˜
p,mnrs
µαβγ (q, r, p, t), (3.81)
onde, devido a condic¸a˜o de longitudinalidade, temos
Γ˜pµαβ(q, r, p) =
qµ
q2
C˜αβ(q, r, p),
Γ˜pµ(q, r, p) =
qµ
q2
C˜(q, r, p),
Γ˜p,mnrsµαβγ (q, r, p, t) =
qµ
q2
C˜mnrsαβγ (q, r, p, t). (3.82)
A Fig. 3.8 e´ uma representac¸a˜o esquema´tica desta divisa˜o para o caso do ve´rtice de
treˆs gluons. Obviamente, a mesma visa˜o diagrama´tica pode ser estendida para o ve´rtice
gluon-ghost e de quatro gluons. A relac¸a˜o entre os ve´rtices e os fatores de forma tambe´m
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Figura 3.8: A divisa˜o do ve´rtice de treˆs gluons completo (vermelho) em uma parte que
na˜o possui polo em q2, Γ˜npµαβ (amarelo), e uma parte que conte´m polo longitudinalmente
acoplado, Γ˜pµαβ (verde).
e´ modificada. No caso do ve´rtice gluon-ghost, por exemplo, temos
Γ˜npµ (q, r, p) = A˜np1 qµ + A˜np2 rµ
Γ˜pµ(q, r, p) = A˜p1 qµ ⇒ A˜p1 ≡
C˜(q, r, p)
q2
. (3.83)
Para manter a invariaˆncia BRST intacta, todas as STIs devem manter a sua forma
exata mesmo na presenc¸a dos polos, de forma que a Eq. (3.16), combinada com as
Eqs. (3.81) e (3.82), passa a ser escrita como
qµΓ˜npµαβ(q, r, p) + C˜αβ(q, r, p) = i∆
−1
αβ(r)− i∆−1αβ(p),
qµΓ˜npµ (q, r, p) + C˜(q, r, p) = D
−1(r2)−D−1(p2),
qµΓ˜np,mnrsµαβγ (q, r, p, t) + C˜
mnrs
αβγ (q, r, p, t) = f
msef ernΓαβγ(r, p, q + t) + f
mnef esrΓβγα(p, t, q + r)
+ fmref ensΓγαβ(t, r, q + p). (3.84)
Ale´m disso, devemos derivar as expresso˜es equivalentes a`s Eqs. (3.21), (3.22) e (3.23) a
partir da expansa˜o de Taylor em torno de q = 0 aplicada em ambos os lado da Eq. (3.84).
E´ fa´cil ver que os termos de ordem zero se anulam nos treˆs casos,
C˜αβ(0, r,−r) = 0; C˜(0,−r, r) = 0; C˜mnrsαβγ (0, r, p,−p− r) = 0, (3.85)
enquanto os termos de ordem qµ para o ve´rtice BQQ fornecem
Γ˜npµαβ(0, r,−r) = −i
∂∆−1αβ(r)
∂rµ
−
{
∂
∂qµ
C˜αβ(q, r,−r − q)
}
q=0
;
Γ˜npµαβ(0, p,−p) = i
∂∆−1αβ(p)
∂pµ
−
{
∂
∂qµ
C˜αβ(q,−p− q, p)
}
q=0
. (3.86)
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q
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Figura 3.9: Contribuic¸a˜o dos diagramas gluoˆnicos de um loop vestido a` autoenergia
Π˜
(1)
µν (q). O ve´rtice de treˆs gluons que aparece em vermelho na Fig. 3.4 foi dividido, como
mostrado na Fig 3.8, em uma parte sem polo em q, Γ˜npρσν (ve´rtice amarelo), e outra que
conte´m a contribuic¸a˜o do polo longitudinalmente acoplado (verde).
Similarmente, para o ve´rtice Bc¯c temos
Γ˜npµ (0, r,−r) = −i
∂D−1(r2)
∂rµ
−
{
∂
∂qµ
C˜(q, r,−r − q)
}
q=0
,
Γ˜npµ (0, p,−p) = i
∂D−1(p2)
∂pµ
−
{
∂
∂qµ
C˜(q,−p− q, p)
}
q=0
, (3.87)
e para o ve´rtice BQQQ,
Γ˜np,mnrsµαβγ (0, r, p,−r − p) =
(
fmnef esr
∂
∂rµ
+ fmref ens
∂
∂pµ
)
Γαβγ(r, p,−r − p)
−
{
∂
∂qµ
C˜mnrsαβγ (q, r, p,−q − r − p)
}
q=0
,
Γ˜np,mnrsµαβγ (0,−r,−p, r + p) = −
(
fmnef esr
∂
∂rµ
+ fmref ens
∂
∂pµ
)
Γαβγ(−r,−p, r + p)
+
{
∂
∂qµ
C˜mnrsαβγ (−q,−r,−p, q + r + p)
}
q=0
. (3.88)
Agora, podemos repetir os ca´lculos realizados anteriormente; especificamente, as con-
tribuic¸o˜es do ve´rtice que sobrevivem no limite q = 0 nos va´rios diagramas de autoenergia
devem ser substitu´ıdos pelas WIs correspondentes. Contudo, a diferenc¸a crucial aqui e´
que as WIs empregadas devem ser aquelas dadas nas Eqs. (3.86), (3.87) e (3.88), que con-
teˆm as derivadas das func¸o˜es C˜. Como resultado, os termos iguais aos que aparecem no
caso dos ve´rtices sem polos ira˜o acionar as identidades de seagull novamente, de forma a
resultar em uma contribuic¸a˜o nula, como antes. Ja´ as contribuic¸o˜es originadas a partir de
C˜ sobrevivera˜o. Podemos compreender isso diagramaticamente a partir da Fig 3.9, onde
temos o exemplo da divisa˜o do ve´rtice de treˆs gluons que aparece em vermelho na Fig. 3.4
em uma parte com polo, Γ˜pρσν , e outra sem, Γ˜
np
ρσν , representadas diagramaticamente na
Fig 3.8. Novamente na Fig 3.9 fazemos o uso da cores amarela para representar Γ˜npρσν
e verde para Γ˜pρσν . A identidade de seagull ira´ agir no bloco amarelo de diagramas da
mesma forma que ocorre no caso de auseˆncia de polos no ve´rtices, cancelando as diver-
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geˆncias quadra´ticas de maneira que a contribuic¸a˜o desse bloco sera´ nula quando q = 0.
Por outro lado, o bloco verde apresenta o diagrama de conte´m o polo 1/q2 do ve´rtice de
treˆs gluons, o que ira´ gerar uma contribuic¸a˜o residual finita no limite q → 0. Com isso, e´
poss´ıvel chegar a
dΠ˜(1)(0) = −1
2
g2CA
∫
k
Γ
(0)
µαβ(0, k,−k)∆αρ(k)∆βσ(k)
{
∂
∂qµ
C˜σρ(q,−q − k, k)
}
q=0
. (3.89)
Repetindo o mesmo procedimento para o ve´rtice gluon-ghost (em vermelho) que aparece
na Fig. 3.5, obtemos
dΠ˜(2)(0) = −g2CA
∫
k
Γ(0)µ (0, k,−k)D2(k2)
{
∂
∂qµ
C˜(q,−q − k, k)
}
q=0
. (3.90)
Agora, aplicando o mesmo procedimento para os ve´rtices vermelhos mostrados na Fig. 3.6,
encontramos
dΠ˜(3)(0)δab =
i
6
g4Γ
(0)amnr
µαβγ
∫
k
∫
l
∆γτ (k)∆βσ(`)∆αρ(k + `)
{
∂
∂qµ
C˜brnmτσρ (q,−k − q,−`, k + `)
}
q=0
+ iNµαβγδab
∫
k
∆γτ (k)∆λδ(k)Y αβδ (k)
{
∂
∂qµ
C˜τλ(q,−k − q, k)
}
q=0
. (3.91)
Logo, a presenc¸a de polos na˜o massivos permite um valor na˜o nulo para a autoenergia do
gluon em q = 0, possibilitando ∆˜−1(0) 6= 0.
3.5.1 Considerac¸o˜es Adicionais
As WIs dadas nas Eqs. (3.86), (3.87) e (3.88) fornecem relac¸o˜es interessantes entre
os fatores de forma do ve´rtices correspondentes. Essas relac¸o˜es podem ser derivadas ao
considerarmos uma func¸a˜o escalar geral f(q, r, p), que e´ antissime´trica sob r ↔ p, e a
expandirmos em torno de q = 0. Lembrando que q = p+ r (veja Fig. 3.8), temos p = −r.
Como nesse caso f(0, r,−r) = 0, temos
f(q, r, p) = 2(q ·r)f ′(r,−r) +O(q2), (3.92)
onde
f ′(r,−r) ≡ lim
q→0
∂
∂ (r + q)2
f(q, r,−r − q). (3.93)
Ale´m disso, por invariaˆncia de Lorentz temos que f ′(r,−r) = f ′(r2).
Enta˜o, expandindo a Eq. (3.87) em torno de q = 0, obtemos a relac¸a˜o para o fator de
forma A˜np2 ana´loga a Eq. (3.26) para o caso onde os polos esta˜o presentes,
A˜np2 (r2) = −2
[
i
∂
∂r2
D−1(r2) + C˜ ′(r2)
]
, (3.94)
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onde usamos que {
∂
∂qµ
C˜(q, r, p)
}
q=0
= 2rµC˜
′(r2). (3.95)
O argumento acima pode ser estendido diretamente para o caso do ve´rtice de treˆs gluons.
Nesse caso, por simplificac¸a˜o, assumimos que, das cinco poss´ıveis estruturas tensoriais de
C˜σρ, somente aquela proporcional a gαβ desenvolve um polo em q
2; em termo dos fatores
de forma de Γ˜pµαβ, isso e´ equivalente a dizer que apenas A˜
p
1 ≡ C˜1/q2 6= 0. Assim, a
primeira identidade na Eq. (3.32) se torna
A˜np6 (r
2) = 2
[
∂
∂r2
∆−1(r2)− C˜ ′1(r2)
]
, (3.96)
onde {
∂
∂qµ
C˜αβ(q, r, p)
}
q=0
= 2rµgαβC˜
′
1(r
2). (3.97)
Para obter um entendimento quantitativo de algumas dessas relac¸o˜es, realizou-se uma
ana´lise nume´rica assumindo algumas hipo´teses simplificadoras [48]. Em particular, assu-
mimos que a contribuic¸a˜o dos polos advindos de Γ˜pµ(q, r, p) e Γ˜
p,mnrs
µαβγ (q, r, p, t) e´ suprimida
com respeito a`quela de Γ˜pµαβ(q, r, p) e, portanto, pode ser negligenciada. Adicionalmente,
manteremos apenas a componente C˜1 de C˜αβ, de maneira que a Eq. (3.89) resulta em
dΠ˜(1)(0) = 2g2CA
∫
k
(d− 1)k2∆2(k2)C˜ ′1(k2). (3.98)
Enta˜o, na aproximac¸a˜o em que consideramos somente o bloco de diagramas da Fig. 3.4
na ESD do propagador de gluon, encontra-se (no espac¸o Euclideano)
∆˜−1(0) = −2g2CAd− 1
d
∫
k
k2∆2(k2)C˜ ′1(k
2), (3.99)
ou, em coordenadas esfe´ricas com k2 = y e d = 4,
∆−1(0) = −3CAαs
8pi
F (0)
∫ ∞
0
dy y2∆2(y)C˜ ′1(y), (3.100)
onde utilizamos as Eqs. (2.23) e (3.67). Evidentemente, como ∆−1(0) e´ uma quantidade
positiva, a func¸a˜o C˜ ′1(y) deve ser tal que, quando inserida na Eq. (3.100), compense o
sinal negativo geral.
Dado que, exceto pela considerac¸a˜o qualitativa acima, a forma precisa da func¸a˜o C˜ ′1(y)
e´ desconhecida, para prosseguir com nossa ana´lise consideramos treˆs poss´ıveis modelos
para descrever a sua forma funcional. As formas gerais das curvas sa˜o inspiradas pelas
soluc¸o˜es obtidas a partir das equac¸o˜es de Bethe-Salpeter (BSE) que governam a formac¸a˜o
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Figura 3.10: A` esquerda: Os dados da rede (quenched) em SU(3) para o propaga-
dor de gluon, ∆(q2), renormalizados em µ = 4.3 GeV (s´ımbolos) e seu fit correspon-
dente (linha cont´ınua). A` direita: As func¸o˜es C˜ ′1(y) correspondentes a: Modelo A com
a = −9.21 GeV−4, b = 0.94 GeV−2, c = −0.47, Modelo B com a = −25.13 GeV−2,
b = 0.17 GeV2 e Modelo C com a = −12.79 GeV−2, b = 3.59 GeV−1, c = −0.6; as treˆs
curvas geram uma soluc¸a˜o para a Eq. (3.100) quando o propagador de gluon da rede e´
utilizado.
de polos na˜o massivos [62]. Em particular, usamos os seguintes modelos:
C˜ ′1(y) =

1/(ay2 + by + c), Modelo A
ay exp(−y/b), Modelo B
1/(ay + b
√
y + c), Modelo C
(3.101)
sendo a, b e c paraˆmetros apropriados.
Para obter, enta˜o, poss´ıveis soluc¸o˜es para C˜ ′1(y), utilizamos um fit para as simulac¸o˜es
da rede do propagador de gluon (quenched) no gauge de Landau em SU(3) da Ref. [29]. No
lado esquerdo da Fig. 3.10, mostramos o fit para o propagador de gluon (linha cont´ınua),
juntamente com os dados da rede (s´ımbolos). No lado direito da Fig. 3.10, graficamos a
func¸a˜o C˜ ′1(y) obtida para cada modelo considerado, com os paraˆmetros dados na legenda
da figura.
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Capı´tulo4
Excitac¸o˜es de estado ligado na˜o massivas
Neste cap´ıtulo vamos analisar quais sa˜o as condic¸o˜es necessa´rias para que o
fenoˆmeno da gerac¸a˜o de massa dinaˆmica para o gluon ocorra de fato na QCD.
No Cap´ıtulo 3, vimos que o ingrediente essencial para que a gerac¸a˜o de massa
para o gluon se concretize, via o mecanismo de Schwinger, e´ a existeˆncia de
polos na˜o massivos nos ve´rtices que entram na ESD que descreve o propagador
de gluon. Embora esses polos se comportem como excitac¸o˜es de estado ligado
sem massa e possam ser descritos atrave´s de uma BSE, sabemos que eles na˜o
fazem parte do espectro f´ısico da QCD. Neste cap´ıtulo, estudaremos como tais
polos podem ser descritos atrave´s do formalismo das BSE e verificaremos se de
fato a dinaˆmica da QCD e´ forte o suficiente para viabilizar a formac¸a˜o dessas
excitac¸o˜es sem massa. A ana´lise apresentada aqui e´ uma extensa˜o do estudo
apresentado na Ref. [62]. Nesse estudo, derivou-se uma versa˜o simplificada da
BSE, onde somente foi levada em conta a contribuic¸a˜o dos diagramas gluoˆnicos
de um loop vestido para a BSE que controla a dinaˆmica do ve´rtice de treˆs
gluons completo. Aqui, vamos aprimorar essa aproximac¸a˜o derivando, pela
primeira vez na literatura, qual e´ a equac¸a˜o dinaˆmica que acopla aos polos
gerados pelo ve´rtice de treˆs gluon os polos oriundos do ve´rtice gluon-ghost.
4.1 Relac¸a˜o entre a massa dinaˆmica e os polos sem
massa
Como vimos no Cap´ıtulo 3, o mecanismo de Schwinger e´ integrado a` ESD do pro-
pagador de gluon pela estrutura dos ve´rtices. Os ve´rtices, enta˜o, passam a ser descritos
pela Eq. (3.81) como a soma de uma parte sem polos, representada pelo sobrescrito np, e
outra com polos, indicada pelo sobrescrito p. A invariaˆncia de gauge permanece intacta
porque esses ve´rtices satisfazem as mesmas identidades de Ward-Takahashi, mas agora
com propagadores de gluon massivos.
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Figura 4.1: A ESD para o ve´rtice de treˆs gluons BQQ que conecta um gluon background
com dois quaˆnticos segundo o formalismo PT-BFM.
Figura 4.2: A ESD para o ve´rtice de treˆs gluons BQQ na presenc¸a de polos. Os primeiros
diagramas (em amarelo) correspondem a expansa˜o usual, enquanto o u´ltimo termo (em
verde) representa um estado ligado na˜o perturbativo, que somente aparece quando o
mecanismo de Schwinger e´ realizado.
Vamos estudar o caso espec´ıfico do ve´rtice de treˆs gluon (BQQ), que tem a sua ESD
representada na Fig. 4.1. Nesta figura, os c´ırculos em brancos representam os propagadores
completos de ghost e de gluon. Ja´ as elipses em preto representam diferentes kernels de
espalhamento. Note que esta figura representa o caso em que o mecanismo de Schwinger
esta´ desligado e, portanto, o propagador de gluon que aparece nos diagramas da Fig. 4.1
e´ na˜o massivo.
Por outro lado, quando o mecanismo de Schwinger e´ ligado, a estrutura dos kernels e´
modificada pela presenc¸a de uma excitac¸a˜o na˜o massiva, descrita por um propagador do
tipo 1/q2. Do ponto de vista diagrama´tico, essa excitac¸a˜o de estado ligado e´ representada
por uma linha dupla (como no caso do ve´rtice verde da Fig. 3.8). Essa excitac¸a˜o, enta˜o,
afeta as ESDs dos ve´rtices. No caso do nosso exemplo, a ESD para o ve´rtice de treˆs
gluon mostrada na Fig 4.1 e´ modificada para aquela da Fig. 4.2, onde, agora, as linhas
onduladas representam campos de gluon dotados de uma massa dinaˆmica. Note que na
Fig. 4.2 somente mostramos o polo gerado pelo ve´rtice de treˆs gluons, mas as reticeˆncias
representam outras possibilidades de polos que podem ser gerados a partir dos ve´rtices de
quatro gluons e gluon-ghost.
4.1. Relac¸a˜o entre a massa dinaˆmica e os polos sem massa 58
Figura 4.3: O ve´rtice Γ˜pαµν(q, r, p) e´ composto de 3 ingredientes principais: a amplitude
de transic¸a˜o, Iα(q), o propagador da excitac¸a˜o na˜o massiva, i/q
2, e o ve´rtice excitac¸a˜o-
gluon-gluon, Bµν(q, r, p).
Dessa forma, o ve´rtice de treˆs gluons pode ser escrito como
Γ˜αµν = Γ˜
np
αµν + Γ˜
p
αµν . (4.1)
Como a invariaˆncia de gauge e´ preservada, esse ve´rtice satisfaz
qαΓ˜npαµν(q, r, p) + q
αΓ˜pαµν(q, r, p) = i∆
−1
µν (r)− i∆−1µν (p) , (4.2)
onde ∆−1(q2) = q2J(q2) + m2(q2) e´ o inverso do propagador do gluon massivo. Esta
relac¸a˜o nos leva a concluir que a parte do ve´rtice que conte´m polos satisfaz a relac¸a˜o
qαΓ˜pαµν(q, r, p) = m
2(r2)Pµν(r)−m2(p2)Pµν(p) , (4.3)
onde utilizamos a Eq. (2.1) no gauge de Landau. Portanto, a existeˆncia dos polos esta´
diretamente relacionada com a existeˆncia de uma massa dinaˆmica para o gluon.
Esquematicamente, o ve´rtice Γ˜pαµν(q, r, p) pode ser decomposto em treˆs estruturas dis-
tintas, como mostra a Fig. 4.3. Dessa forma, e´ poss´ıvel escrever Γ˜pαµν(q, r, p) como sendo
Γ˜pαµν(q, r, p) = Iα(q)
(
i
q2
)
Bµν(q, r, p) , (4.4)
onde a func¸a˜o Iα(q) e´ a amplitude de transic¸a˜o na˜o perturbativa introduzida na Fig. 4.3 e
Bµν(q, r, p) e´ o ve´rtice efetivo que descreve a interac¸a˜o entre a excitac¸a˜o na˜o massiva e os
dois gluons. Observe que o diagrama (d1) da Fig. 4.3 corresponde ao diagrama mostrado
na parte com polos da Fig. 4.2. Os outros diagramas (d2) e (d3) foram omitidos na Fig. 4.2.
Em princ´ıpio, todos os demais ve´rtices fundamentais da teoria tambe´m podem desen-
volver polos, como vimos no Cap´ıtulo 3. Na auseˆncia de quarks, os ve´rtices restantes
sa˜o o ve´rtice gluon-ghost, Γ˜α, o ve´rtice de quatro gluons, Γ˜αµνρ, e o ve´rtice de interac¸a˜o
entre dois gluons e dois ghosts, Γ˜αµ, que e´ particular do formalismo PT-BFM. A partes
dos ve´rtices que conteˆm os polos em q2 sa˜o denominada pelo sobrescrito p e podem ser
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Figura 4.4: Os va´rios ve´rtices que descrevem as interac¸o˜es: (a1) excitac¸a˜o-ghost-ghost,
B2, (a2) excitac¸a˜o-gluon-gluon-gluon, Bµνρ, e (a3) excitac¸a˜o-gluon-ghost-ghost, Bµ .
escritas como
Γ˜pα = Iα
(
i
q2
)
B2 ; Γ˜pαµνρ = Iα
(
i
q2
)
Bµνρ ; Γ˜
p
αµ = Iα
(
i
q2
)
Bµ , (4.5)
onde os ve´rtices efetivos B2, Bµνρ e Bµ descrevem as interac¸o˜es entre a excitac¸a˜o na˜o
massiva e dois ghosts, a excitac¸a˜o e treˆs gluons e a excitac¸a˜o e dois ghosts e um gluon,
respectivamente. Tais ve´rtices esta˜o representados na Fig. 4.4.
Em particular, o ve´rtice Bµν(q, r, p) tem sua estrutura de Lorentz dada por
Bµν(q, r, p) = B1gµν +B2qµqν +B3pµpν +B4rµqν +B5rµpν , (4.6)
onde os Bi sa˜o os fatores de forma desse ve´rtice, que podem ser determinados atrave´s de
um BSE homogeˆnea que Bµν satisfaz [62]. Note que, por simetria de Bose com respeito
as transformac¸o˜es µ↔ ν e p↔ r, devemos ter que os fatores de forma
B1,2(q, r, p) = −B1,2(q, p, r) , (4.7)
o que implica em
B1,2(0,−p, p) = 0 . (4.8)
Ale´m disso, contraindo a identidade de Takahashi para Γ˜pαµν , dada pela Eq. (4.3), com
dois projetores transversos, P µ
′µ(r)P ν
′ν(p), obte´m-se
P µ
′µ(r)P ν
′ν(p)qαΓ˜pαµν(q, r, p) = [m
2(r2)−m2(p2)]P µ′σ (r)P σν
′
(p) . (4.9)
Por outro lado, contraindo a expansa˜o do ve´rtice Γ˜pαµν , dada pelas Eqs. (4.4) e (4.6), com
os mesmo projetores, encontra-se
qαP µ
′µ(r)P ν
′ν(p)qαΓ˜pαµν(q, r, p) = iI(q)[B1gµν +B2qµqν ]P
µ′µ(r)P ν
′ν(p) , (4.10)
onde definimos
I(q) =
qαIα(q)
q2
e utilizamos o fato de que os termos proporcionais a B3, B4 e B5 se anulam ao serem
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contra´ıdos com os projetores P µ
′µ(r)P ν
′ν(p). Assim, inserindo a Eq. (4.10) na Eq. (4.9),
chega-se a`s relac¸o˜es
iI(q)B1(q, r, p) = m
2(r2)−m2(p2) , B2(q, r, p) = 0 . (4.11)
Podemos realizar uma expansa˜o de Taylor em ambos os lados da primeira equac¸a˜o de (4.11)
no limite em que o momento do gluon e´ zero, i.e. q → 0. Utilizando a Eq. (4.8), obtemos
que a expansa˜o de Taylor do fator de forma B1 e´ dada por
B1(q,−p− q, p) = [2(q · p) + q2]B′1(−p, p) + 2(q · p)2B′′1 (−p, p) +O(q3) , (4.12)
onde a linha representa a derivada com respeito a (p+ q)2 no limite q → 0, ou seja,
B′1(−p, p) = lim
q→0
{
∂B1(q,−p− q, p)
∂(p+ q)2
}
. (4.13)
Realizando a expansa˜o correspondente no lado direito da Eq. (4.11), temos
m2(r2)−m2(p2) = 2(q · p) [m2(p2)]′ +O(q2) , (4.14)
onde usamos que r = −(p + q). Assumindo que I(0) e´ finito e igualando os coeficientes
de (q · p), chegamos a relac¸a˜o
[m2(p)]′ = iI(0)B′1(p) , (4.15)
o que implica que o fator de forma do ve´rtice efetivo Bµν relevante para estudar a gerac¸a˜o
de massa para o gluon e´ B1, pois, se B
′
1(p) = 0 trivialmente, na˜o temos gerac¸a˜o de massa
dinaˆmica para o gluon.
4.2 Sistema de equac¸o˜es dinaˆmicas dos polos
Queremos, agora, derivar a equac¸a˜o dinaˆmica para a quantidade Bµν que aparece
na Fig 4.3. Para isso, comec¸amos com a BSE do ve´rtice de treˆs gluons, Γ˜αµν(q, r, p),
representada na Fig. 4.5. Note que, diferente da ESD da Fig. 4.1, os ve´rtices onde o
gluon de background entra (carregando momento q) sa˜o completamente vestidos. Como
consequeˆncia, os kernels que aparecem na Fig. 4.5 sa˜o diferentes daqueles da ESD da
Fig. 4.1.
A metodologia geral para isolar a equac¸a˜o dinaˆmica de Bµν da BSE apresentada na
Fig. 4.5 foi exposta em [63,64]. Especificamente, separa-se, em ambos os lados da equac¸a˜o,
cada ve´rtice em duas partes, uma parte “regular” e outra contendo um polo em q2 (como
na Fig. 3.8). Assim, a BSE para Bµν e´ obtida simplesmente igualando as partes que
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Figura 4.5: BSE completa para o ve´rtice de treˆs gluons Γαµν(q, r, p).
Figura 4.6: Sistema acoplado para Bµν e B2: (A) BSE para a func¸a˜o de onda de estado
ligado Bµν ; (B) BSE para a func¸a˜o de onda de estado ligado B2.
conte´m o polo em ambos os lados.
Contudo, o processo acima descrito leva a uma estrutura bastante complicada e, por
isso, sera´ necessa´rio fazer algumas aproximac¸o˜es. Para isso, em [62], considerou-se apenas
o diagrama (a) da Fig. 4.5. Aqui, vamos acrescentar a contribuic¸a˜o do diagrama (b),
considerando a existeˆncia de um polo sem massa no ve´rtice gluon-ghost. Com isso, a
BSE de Bµν e´ dada na linha (A) da Fig. 4.6, onde as reticeˆncias representam os termos
desprezados, referentes aos diagramas (c) e (d) da Fig. 4.5.
Matematicamente, enta˜o, podemos escrever a BSE para Bamnµν mostrada na linha (A)
da Fig. 4.6 como
Bamnµν =
∫
k
Babcαβ ∆
αρ
br (k + q)∆
βσ
cs (k)Ksnmr1σνµρ +
∫
k
Babc2 Dbr(k + q)Dcs(k)Ksnmr2 νµ , (4.16)
onde os kernels K1 e K2 foram aproximados para o conjunto de diagramas da Fig. 4.7, em
que os ve´rtices sa˜o nus e os propagadores de gluon interno sa˜o completamente vestidos.
Observe que o diagrama (a1) da Fig. 4.7 na˜o contribui para a BSE, pois a estrutura de
cor do ve´rtice de quatro gluons em n´ıvel de a´rvore se anula quando contra´ıda com o fator
de cor fabc de Bαβ. Ja´ os diagramas (a2) e (a3) da Fig. 4.7 sa˜o iguais e multiplicados por
um fator de 1/2, o que tambe´m ocorre para os diagramas que aparecem do lado direito
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Figura 4.7: Acima: Kernel K1 contribuindo para Bµν . Abaixo: Kernel K2 contribuindo
para Bµν . Os ve´rtices de interac¸a˜o sa˜o aproximados pelos seus valores em n´ıvel de a´rvore,
enquanto os propagadores de gluon internos sa˜o completamente vestidos.
do painel inferior da Fig. 4.7. Dessa forma, os kernels K1 e K2 sa˜o dados por
Ksnmr1σνµρ(−k, p,−p− q, k + q) = −ig2f snef emrΓ(0)σγν∆γλ(k − p)Γ(0)µλρ ,
Ksnmr2 νµ (k, p, p+ q, k + q) = −ig2f snef emrkνD(k − p)(k − p)µ . (4.17)
A quantidade Babc2 , que aparece na Eq. (4.16), foi introduzida na Fig. 4.4 e representa
o ve´rtice que descreve a interac¸a˜o entre o estado ligado sem massa com dois ghost. O
ve´rtice Babc2 tambe´m possui a sua pro´pria BSE, que deriva da BSE para o ve´rtice gluon-
ghost, formando assim um sistema acoplado de equac¸o˜es, conforme representado na linha
(B) da Fig. 4.6. A equac¸a˜o para Babc2 sera´ estudada mais adiante.
Focando primeiro na equac¸a˜o para o ve´rtice Bµν , podemos substituir os kernels da
Eq. (4.17) na Eq. (4.16) e, apo´s contrair os fatores de cor, obtemos que
Bµν(p, q) = Iµν(p, q) + Iµν(p, q) , (4.18)
onde
Iµν(p, q) = −2piiαsCA
∫
k
Bαβ ∆
αρ(k + q)∆βσ(k)∆γλ(k − p)Γ(0)σγνΓ(0)µλρ , (4.19)
Iµν(p, q) = −2piiαsCA
∫
k
B2 D(k + q)D(k)D(k − p)kν(k − p)µ . (4.20)
Como estamos interessados em estudar a possibilidade de que B′1 seja na˜o nulo quando o
momento do gluon e´ zero, i.e. q → 0, utilizamos a expansa˜o de Taylor para B1 dada na
Eq. (4.12). O mesmo deve ser feito para B2, cuja expansa˜o de Taylor em q → 0 e´ dada
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por
B2(q,−p− q, p) = 2(q · p)B′2(−p, p) +O(q2) , (4.21)
onde o primeiro termo da expansa˜o e´ zero devido a antissimetria de B2 que deriva da
antissimetria pela troca de pernas de ghost. Note que a linha, aqui novamente, representa
a derivada com relac¸a˜o a (p+ q)2 no limite q → 0, i.e.,
B′2(−p, p) = lim
q→0
{
∂ B2(q,−p− q, p)
∂(p+ q)2
}
. (4.22)
Com isso, podemos contrair ambos os lados da Eq. (4.18) com o projetor transverso
P µν(p) e, usando os termos de primeira ordem em q das expanso˜es de Taylor dadas pelas
Eqs. (4.12) e (4.21), chegamos a
B′1(p) = −
2pii
3
αsCA
∫
k
B′1(k)∆
2(k)∆(k − p)N 1(p, k)
− 2pii
3
αsCA
∫
k
B′2 D2(k)D(k − p)
(p · k)[p2k2 − (p · k)2]
p4
. (4.23)
onde definimos
N 1(p, k) = 4(p · k)[p
2k2 − (p · k)2]
p4k2(k − p)2
[
8p2k2 − 6(p · k)(p2 + k2) + 3(p4 + k4) + (p · k)2] .
(4.24)
Ao derivar a Eq. (4.23), usamos o fato de que, ao contrair P µν(p) com Bµν(q,−p− q, p),
dado pela Eq. (4.6), sobrevivem apenas os termos proporcionais aos fatores de forma B1,
B2 e B4, mas o termo proporcional a B4 possui ordem de q
2 e foi desprezado na expansa˜o
de Taylor, ja´ B2 e´ nulo, como demonstrado na Eq. (4.11).
Note que o segundo termo no lado direito da Eq. (4.23) envolve o fator de forma
B2, que descreve a interac¸a˜o da excitac¸a˜o na˜o massiva com dois ghosts e cuja equac¸a˜o
dinaˆmica esta´ representada na linha (B) da Fig. 4.6. Essa a BSE para o ve´rtice Bamn2
pode ser escrita como
Bamn2 =
∫
k
Babcαβ ∆
αρ
br (k + q)∆
βσ
cs (k)Ksnmr3σρ +
∫
k
Babc2 Dbr(k + q)Dcs(k)Ksnmr4 , (4.25)
onde a aproximac¸a˜o para os kernels esta´ representada diagramaticamente na Fig. 4.8.
Novamente, os dois diagramas do lado direito do painel superior da Fig. 4.8 sa˜o iguais e
apresentam um fator de 1/2, o que nos leva a
Ksnmr3σρ (k, p, p+ q, k + q) = −ig2f snef emr(p− k)σD(p− k)(p+ q)ρ , (4.26)
Ksnmr4 (k, p, p+ q, k + q) = −ig2f snef emrkγ∆γλ(k − p)(p+ q)λ . (4.27)
4.2. Sistema de equac¸o˜es dinaˆmicas dos polos 64
s, σ n
mr, ρ
p
k
k + q
p + q
K3 = +
s, σ n
mr, ρ
p
k
k + q
p + q
K4 =
Figura 4.8: Acima: Kernel K3 contribuindo para B2. Abaixo: Kernel K4 contribuindo
para B2. Os ve´rtices de interac¸a˜o sa˜o aproximados pelos seus valores em n´ıvel de a´rvore,
enquanto os propagadores de gluon internos sa˜o completamente vestidos.
Contraindo os fatores de cor da Eq. (4.25), temos
B2 = −2piiαsCA
∫
k
Bαβ∆
αρ(k + q)∆βσ(k)D(p− k)(p− k)σ(p+ q)ρ
−piiαsCA
∫
k
B2D(k + q)D(k)∆γλ(k − p)kγ(p+ q)λ . (4.28)
Como queremos formar um sistema acoplado com a Eq. (4.23), tomaremos novamente
o limite q → 0 na Eq. (4.28). Para isso, precisamos dos seguintes limites obtidos atrave´s
das Eqs. (4.12) e (4.21),
B2(k, q)→ 2(q · k)B′2(k) e Bαβ(k, q)→ gαβ [2(q · k)B′1(k)] . (4.29)
Assim, e´ poss´ıvel mostrar que
B′2(p) = −2piiαsCA
∫
k
B′1(k)∆
2(k)D(p− k)(p · k)
p2
[
k2p2 − (k · p)2
k2
]
−piiαsCA
∫
k
B′2(k)D2(k)∆(k − p)
(p · k)[k2p2 − (p · k)2]
p2(k − p)2 . (4.30)
Desta forma, chegamos ao seguinte sistema de equac¸o˜es integrais acopladas para B′1 e B′2,
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formado pelas Eqs. (4.23) e (4.30),
B′1(p) = −
2pii
3
αsCA
∫
k
B′1(k)∆
2(k)∆(k − p)N 1(p, k)
−2pii
3
αsCA
∫
k
B′2 D2(k)D(k − p)
(p · k)[p2k2 − (p · k)2]
p4
,
B′2(p) = −2piiαsCA
∫
k
B′1(k)∆
2(k)D(p− k)(p · k)
p2
[
k2p2 − (k · p)2
k2
]
−piiαsCA
∫
k
B′2(k)D2(k)∆(k − p)
(p · k)[k2p2 − (p · k)2]
p2(k − p)2 , (4.31)
onde N 1(p, k) foi definido na Eq. (4.24).
4.3 Espac¸o Euclideano
Antes de comec¸ar a ana´lise nume´rica, e´ necessa´rio converter o sistema da Eqs. (4.31),
que esta´ no espac¸o de Minkowski, para o espac¸o Euclideano. Para isso, utilizamos as
regras usuais de conversa˜o, ou seja,
p2 → −p2E ; k2 → −k2E ; (p · k)→ −(pE · kE) ;∫
k
→ i
∫
kE
; ∆(k2)→ −∆(−k2E) ; D(k2)→ −D(−k2E) , (4.32)
e, adicionalmente,
B′1(k
2)→ B′1(−k2E) ; B′2(k2)→ B′2(−k2E) . (4.33)
Ale´m disso, e´ conveniente utilizar o sistema de coordenadas esfe´ricas, onde∫
kE
=
1
(2pi)3
∫ ∞
0
dk2E k
2
E
∫ pi
0
dθ sin2 θ . (4.34)
Ademais, vamos introduzir as seguintes varia´veis: x ≡ p2E, y ≡ k2E e z ≡ (kE + pE)2, i.e.
z = x+ y + 2
√
xy cos θ. Com isso, o sistema da Eq. (4.31) no espac¸o Euclideano e´ dado
por
B′1(x) = −
αsCA
12pi2
∫ ∞
0
dyyB′1(y)∆
2(y)
√
y
x
∫ pi
0
dθ sin4 θ cos θNE1 (x, y, z)∆(z)
−αsCA
12pi2
∫ ∞
0
dyy2 B′2(y)D2(y)
√
y
x
∫ pi
0
dθ sin4 θ cos θD(z) ,
B′2(x) = −
αsCA
4pi2
√
x
∫ ∞
0
dy y
3
2B′1(y)∆
2(y)
∫ pi
0
dθ sin4 θ cos θ D(z)
−αsCA
8pi2
√
x
∫ ∞
0
dy y
5
2 B′2(y)D2(y)
∫ pi
0
dθ sin4 θ cos θ
∆(z)
z
, (4.35)
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onde
NE1 (x, y, z) = z + 10(x+ y) +
1
z
(x2 + y2 + 10xy) . (4.36)
Note que o sistema da Eq. (4.35) e´, enta˜o, o sistema de equac¸o˜es integrais homogeˆneas
acopladas que descreve a dinaˆmica dos polos associados ao ve´rtice de treˆs gluons e ao
ve´rtice gluon-ghost no espac¸o Euclideano.
Da Eq. (4.35), temos, claramente, que no limite em que x→ 0,
B′2(0) = 0 . (4.37)
Podemos obter B′1(x) no mesmo limite, para isso, usamos que em torno de x = 0,
1
z
=
1
x+ y
[
1− 2
√
xy
x+ y
cos θ
]
, (4.38)
juntamente com a expansa˜o de Taylor para o propagador de gluon ∆(z), dada por
∆(k + p) = ∆(k) + [2(p · k) + p2]∆′(k) + 2(p · k)2∆′′(k) +O(q3) , (4.39)
onde, novamente, a linha se refere a derivada com respeito a (k + p)2 no limite em que
p→ 0. A partir das Eq. (4.38) e (4.39), obtemos
B
′
1(0) = −
αsCA
8pi
∫ ∞
0
dy y3B
′
1(y)∆
2(y)∆
′
(y)− αsCA
8pi
1
12
∫ ∞
0
dy y3 B′2(y)D2(y)D
′
(y) ,
(4.40)
que e´ na˜o nulo.
4.4 Soluc¸a˜o nume´rica
Antes de partirmos para a ana´lise nume´rica propriamente dita, discutiremos algumas
caracter´ısticas gerais do sistema de equac¸o˜es acopladas dado pela Eq. (4.35) Primeira-
mente, observe que esse sistema e´ composto por duas equac¸o˜es integrais homogeˆneas
acopladas. Note que esse tipo de sistema possui as seguintes caracter´ısticas:
• A soluc¸a˜o trivial para B′1 e B′2 e´ sempre uma poss´ıvel soluc¸a˜o do sistema;
• Se B′1 e B′2 sa˜o soluc¸o˜es na˜o triviais, a homogeneidade da equac¸a˜o nos garante que
cB
′
1 e cB′2 tambe´m sera˜o soluc¸o˜es, onde c e´ uma constante qualquer;
• Em realidade, a Eq. (4.35) e´ um problema de autovalor e autovetor acoplado, pois
veremos que existem soluc¸o˜es na˜o triviais para os “autovetores” B
′
1 e B′2 somente
quando o “autovalor” αs assume valores muito bem determinados.
Infelizmente, a soluc¸a˜o nume´rica completa da Eq. (4.35) esta´ ale´m dos nossos alcances
neste momento. Por esse motivo, vamos apresentar um ana´lise aproximada do impacto
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Figura 4.9: A soluc¸a˜o nume´rica para a func¸a˜o B′1(p) quando αs(µ) = 0.27 para
µ = 4.3 GeV. O fit apropriado obtido foi B′1(p) = 1/(ap
2 + bp+ c) com a = 1.22 GeV−2,
b = −1.73 GeV−1, c = 1.35.
que o fator de forma B′2 causa na formac¸a˜o dos estados ligados sem massa. Para isso,
apresentaremos primeiramente a soluc¸a˜o nume´rica obtida quando B′2 = 0. Para tanto,
utilizaremos na primeira equac¸a˜o de (4.35), o fit para o propagador do gluon, renorma-
lizado na escala de µ = 4.3 GeV, que foi apresentado na Fig. 3.10. Nessa aproximac¸a˜o,
encontramos que a primeira soluc¸a˜o na˜o trivial para B
′
1(p) ocorre quando αs(µ) = 0.27,
que e´ um valor relativamente um pouco mais alto que o valor de αs(µ) = 0.22 usualmente
empregado nas u´ltimas ana´lises da ESD [65] e determinado em ca´lculos de αs(µ) em quarta
ordem em teoria de perturbac¸a˜o [66].
Na Fig. 4.9 os c´ırculos representam a soluc¸a˜o para B
′
1(p). Podemos observar que B
′
1(p)
possui um pico localizado na regia˜o de 0.73 GeV e depois tende a zero no limite UV. A
func¸a˜o obtida para B′1(p) pode ser reproduzida razoavelmente bem com a seguinte forma
funcional
B′1(p) =
1
ap2 + bp+ c
, (4.41)
onde a, b e c sa˜o constantes, cujos valores encontram-se na legenda da Fig. 4.9.
Note que esse fit possui a mesma forma do Modelo C para C˜ ′1(y) na Eq. (3.101), ja´
que la´ y representa o momento ao quadrado. Isso ocorre porque a func¸a˜o C˜ ′1(y) esta´
relacionada a parte do ve´rtice de treˆs gluons que conte´m polo, como foi mostrado nas
Eqs. (3.82) e (3.97). Embora tenhamos um sinal global diferente, entre o Modelo C e a
Eq. (4.41), esse sinal pode ser reabsorvido devido a homogeneidade da BSE da Eq. (4.35).
Assim, podemos dizer que alguns modelos apresentado na Eq.(3.100) foram inspirados
pelas soluc¸o˜es obtidas da BSE que governa a formac¸a˜o de polos na˜o massivos na Ref. [62].
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Figura 4.10: Estimativa de B′2(p) utilizando o fit da Eq. (4.41) na segunda equac¸a˜o integral
de (4.35).
Embora na˜o saibamos qual e´ o impacto que a inclusa˜o do termo contendo B′2 possa
causar na forma de B′1(p) mostrada na Fig. (4.9), e´ poss´ıvel que seu efeito provoque um
diminuic¸a˜o no valor da constante de acoplamento.
Para tentar obter uma ideia qualitativa do tamanho da contribuic¸a˜o de B′2 para B′1,
tomamos a segunda equac¸a˜o do sistema (4.35), eliminamos o segundo termo do lado
direito dessa equac¸a˜o e utilizamos o fit para B′1 da Eq. (4.41). A soluc¸a˜o nume´rica para
B′2, nesse contexto, encontra-se na Fig. 4.10. Apesar dessa aproximac¸a˜o ser bastante
dra´stica, observe que a contribuic¸a˜o de B′2 nesse caso e´ muito pequena, o que indica que
a inclusa˜o do termo B′2 no ca´lculo de B′1 na˜o deve impedir a formac¸a˜o do polo no ve´rtice
de treˆs gluons.
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Capı´tulo5
Efeitos da divergeˆncia dos loops de ghost
No Cap´ıtulo 3, vimos que o gluon adquire uma massa dinaˆmica na˜o pertur-
bativamente. Contudo, o mesmo na˜o ocorre para os campos de ghost. Neste
Cap´ıtulo, enta˜o, discute-se quais as consequeˆncias da massa nula do ghost em
algumas das func¸o˜es de Green da QCD, em particular no propagador de gluon
e no ve´rtice de treˆs gluons. Os loops de ghost que contribuem para as func¸o˜es
de Green em questa˜o (veja, por exemplo, os diagramas (a3) e (a4) da Fig. 2.5
para o caso do propagador de gluon e a Fig. 4.1 para o ve´rtice) apresentam
uma divergeˆncia infravermelha semelhante a`quelas encontradas no tratamento
perturbativo, enquanto que as divergeˆncias dos loops de gluon sa˜o sanadas de-
vido a gerac¸a˜o de uma massa efetiva para o gluon na regia˜o na˜o perturbativa.
Veremos que essa divergeˆncia na˜o interfere na finitude do propagador de gluon
na regia˜o IR, mas provoca algumas mudanc¸as qualitativas em seu comporta-
mento. Ale´m disso, veremos que um fator de forma especial do ve´rtice de treˆs
gluon tambe´m e´ afetado por essa massa nula dos campos de ghost.
Para verificar esses efeitos qualitativamente, comec¸amos com um modelo
simplificado inspirado em teoria de perturbac¸a˜o de um loop. Em seguida,
mostramos a ana´lise na˜o perturbativa completa na aproximac¸a˜o quenched (ou
seja, onde os campos de quarks sa˜o omitidos), como ja´ havia sido feito em [32].
Nossa contribuic¸a˜o sera´ a ana´lise de como a adic¸a˜o dos campos de quarks
afetam os resultados obtidos anteriormente dentro do contexto deste modelo
simplificado.
5.1 Considerac¸o˜es Gerais
Vimos anteriormente que o propagador do gluon e´ finito na regia˜o IR. Esse comporta-
mento e´ explicado pela gerac¸a˜o dinaˆmica de massa do gluon [18,27], que surge a partir da
ana´lise da ESD do propagador de gluon, conforme estudado no Cap´ıtulo 3. Como vimos,
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Figura 5.1: Dados da rede para a func¸a˜o de dressing do ghost, F (q2), obtidos pela Ref. [6]
juntamente com o fit (linha cont´ınua roxa) utilizado na Ref. [11].
a representac¸a˜o diagrama´tica da ESD para o gluon no formalismo PT-BFM e´ dada pela
Fig. 2.5 (na aproximac¸a˜o quenched). Nota-se que os diagramas (a3) e (a4) incluem o
propagador de ghost, D(q2), que foi definido em termos da func¸a˜o de dressing F (q2) na
Eq. (2.21). Por convenieˆncia, repetimos esta definic¸a˜o aqui:
D(q2) = i
F (q2)
q2
. (5.1)
Estudos da QCD na rede e das ESDs em SU(3) e SU(2) [4–6, 8, 11] revelam que F (q2) e´
finita no IR (Fig. 5.1). Com isso, o propagador D(q2) diverge quando q2 → 0, dado que
o ghost permanece na˜o massivo. Assim, as contribuic¸o˜es dos diagramas (a3) e (a4) da
Fig. 2.5 possuem um termo divergente.
Neste cap´ıtulo, enta˜o, queremos observar os efeitos da divergeˆncia do propagador de
ghost em algumas func¸o˜es de Green da QCD. Em particular, focaremos no propagador de
gluon e no ve´rtice de treˆs gluons. Para isso, utilizaremos a aproximac¸a˜o apresentada na
Eq. (2.29), 1 +G(q2) = F−1(q2).
5.2 Toy Model
Para entender qualitativamente os efeitos gerados por essa divergeˆncia, comec¸amos
analisando um toy model inspirado em teoria de perturbac¸a˜o em 1-loop. Neste modelo,
inserimos uma massa “dura” para o gluon, ou seja, uma massa que na˜o depende do mo-
mento. Como foi amplamente discutido no Cap´ıtulo 3, a inclusa˜o de uma massa “dura”
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viola a invariaˆncia de gauge da teoria, mas o modelo serve para observamos, dentro de
um contexto simplificado, quais sa˜o os efeitos gerais que essa massa gera nas func¸o˜es de
Green da teoria.
Dentro do nosso toy model, o propagador do gluon e´ dado por
∆−1(q2) = q2J(q2) +m2
= q2[1 + c1Ja1(q
2) + c2Ja3(q
2)] +m2 , (5.2)
onde os termos cine´ticos sa˜o determinados pelos resultados perturbativos em um loop da
Fig. 2.5, de maneira que em 4 dimenso˜es as contribuic¸o˜es dos diagramas (a1) e (a3) sa˜o
da forma
Ja1(q
2) ∼ ln[(q2 +m2)/µ2] ,
Ja3(q
2) ∼ ln(q2/µ2) , (5.3)
sendo µ a escala de renormalizac¸a˜o da teoria. Os valores das constantes reais c1 e c2 sa˜o
fixados de forma a obter o bem conhecido comportamento perturbativo da QCD . Em
particular, para 4 dimenso˜es, sa˜o dadas por
c1 = 2
(
αsCA
4pi
)
; c2 =
1
6
(
αsCA
4pi
)
. (5.4)
Nota-se que a massa m que aparece dentro do argumento do logaritmo de Ja1(q
2) dado
na Eq. (5.3) impede que esse termo divirja quando q2 → 0. No caso de Ja3(q2), pore´m,
na˜o temos essa protec¸a˜o. Contudo, a presenc¸a de um logaritmo sem massa na Eq. (5.2)
na˜o interfere na finitude do propagador ∆(q2) na regia˜o de baixos momentos, ja´ que esse
logaritmo desprotegido esta´ multiplicado por q2, o que torna o limite IR de ∆(q2) finito.
Por outro lado, esse termo faz com que a primeira derivada de ∆(q2) divirja em q2 → 0,
pois
[
∆−1(q2)
]′
=
[
q2J(q2)
]′
= c2 ln
(
q2
µ2
)
+
{
1 + c1 ln
[
(q2 +m2)
µ2
]
+
c1 q
2
q2 +m2
+ c2
}
. (5.5)
A quantidade dentro das chaves na Eq. (5.5) e´ finita, mas seu sinal depende do mo-
mento q2. Para q2 > µ2, pore´m, ela e´ sempre positiva. Como o primeiro termo da equac¸a˜o
fica cada vez mais negativo conforme q2 se aproxima de zero, existe um valor 0 < q2∆ < µ
2
tal que [∆−1(q2∆)]
′
= 0. E´ poss´ıvel, ainda, mostrar que a segunda derivada e´ positiva,
[∆−1(q2∆)]
′′
=
c1
q2 +m2
+
c1m
2
(q2 +m2)2
+
c2
q2
> 0 , (5.6)
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Figura 5.2: A` esquerda: propagador do gluon no toy model; o triaˆngulo marca a posic¸a˜o
de q2∆ = 0.30 GeV
2, onde ocorre o ma´ximo ∆2(q2∆) = 13.99 GeV
2. A` direita: termo
cine´tico do propagador de gluon no toy model; o triaˆngulo invertido marca a posic¸a˜o de
q2j = 0.30 GeV
2, onde ocorre o mı´nimo q2jJ(q
2
j ) = −0.07 GeV2. Nos dois gra´ficos temos
m2 = 0.14 GeV2, µ2 = 18.64 GeV2 e αs = 0.63.
portanto, o inverso do propagador de gluon, ∆−1(q2), possui um mı´nimo. Dessa forma, o
logaritmo na˜o massivo do loop de ghost faz com que o propagador de gluon, ∆(q2), possua
um ma´ximo em q∆. Esse fato pode ser observado no painel da esquerda da Fig. 5.2, onde
temos a simulac¸a˜o do propagador do gluon para m2 = 0.14 GeV2, µ2 = 18.64 GeV2 e
αs = 0.63.
Ale´m disso, nota-se que o ma´ximo do propagador corresponde a um mı´nimo do termo
cine´tico no ponto qj, pois da Eq. (5.2) temos que [∆
−1(q2)]′ = [q2J(q2)]′. Todavia, a
igualdade q∆ = qj e´ va´lida somente porque a massa utilizada no toy model e´ constante,
o mesmo na˜o ocorrera´ quando utilizarmos uma massa dependente do momento, m2(q2),
cuja derivada na˜o e´ nula. Para o nosso toy model, enta˜o, o termo cine´tico e´ dado no painel
da direita da Fig. 5.2, onde destacamos o ponto de mı´nimo qj.
Outra consequeˆncia importante da presenc¸a desse logaritmo sem massa no termo ci-
ne´tico q2J(q2) pode ser observado no comportamento IR de uma outra func¸a˜o de Green
fundamental da QCD: o ve´rtice de treˆs gluons. Para estudar o ve´rtice de treˆs gluons em
QCD na rede, em geral, utiliza-se o chamado projetor R, definido como [67,68]
R(q, r, p) =
N(q, r, p)
D(q, r, p)
, (5.7)
onde
N(q, r, p) = Γ(0)αµν(q, r, p)P
αρ(q)P µσ(r)P ντ (p)Γρστ (q, r, p) ,
D(q, r, p) = Γ(0)αµν(q, r, p)P
αρ(q)P µσ(r)P ντ (p)Γ(0)ρστ (q, r, p) , (5.8)
sendo P µν(q) o projetor transverso definido na Eq. (2.2). Do ponto de vista cine´tico, R
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Figura 5.3: Projetor R do ve´rtice de 3 gluons no toy model para m2 = 0.14 GeV2,
µ2 = 18.64 GeV2 e αs = 0.63. O c´ırculo marca a posic¸a˜o de q
2
0 = 0.30 GeV
2.
depende do mo´dulo de dois momentos independentes (q e r) e do aˆngulo ϕ entre eles. E´
comum analisar-se a configurac¸a˜o ortogonal (ϕ = pi/2) no limite em que um dos momentos
vai a zero, r2 → 0. Enta˜o, foi demonstrado na Ref. [32] que nessa configurac¸a˜o R(q2) pode
ser qualitativamente modelado por
R(q2) ∼ [q2J(q2)]′ . (5.9)
Logo, para q2 → 0, de acordo com o toy model, temos
R(q2) ∼
q2→0
ln(q2/µ2) , (5.10)
o que resulta em uma divergeˆncia logar´ıtmica no IR.
Dessa forma, podemos definir um ponto q0 no qual R passa de valores positivos para
negativos (conforme se aproxima de zero). O ponto onde essa mudanc¸a de sinal em R
ocorre coincide exatamente com a localizac¸a˜o do ma´ximo de ∆(q2) para o toy model.
Como ja´ foi mencionado anteriormente, essa coincideˆncia acontece somente porque uti-
lizamos uma massa constante para o gluon na Eq. (5.2). Na ana´lise na˜o perturbativa
completa, em que temos uma massa dependente do momento, q∆ 6= q0.
A Fig. 5.3 revela o comportamento do projetor R no toy model aqui apresentado. O
ponto q0 em que R cruza o zero esta´ marcado por um c´ırculo. Para os paraˆmetros aqui
utilizados, temos q∆ = q0 = qj = 0.55 GeV.
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5.3 Ana´lise na˜o perturbativa completa
Apesar de ate´ aqui termos descrito apenas os efeitos que ocorrem dentro do toy model,
e´ poss´ıvel realizar a ana´lise na˜o perturbativa completa, na qual consideramos a massa
dinaˆmica do gluon, m2(q2). Nesse caso, podemos escrever o termo cine´tico em func¸a˜o das
contribuic¸o˜es J˜g(q
2) dos loops de gluon - diagramas (a1), (a2), (a5) e (a6) da Fig. 2.5 - e
J˜c(q
2) dos loops ghost - diagramas (a3) e (a4). Dessa forma,
J˜(q2) = 1 + J˜g(q
2) + J˜c(q
2) . (5.11)
Como a relac¸a˜o com os termos cine´ticos convencionais e´ dada por Jg,c(q
2) = F (q2)J˜g,c(q
2),
podemos escrever
J(q2) = F (q2) + Jg(q
2) + Jc(q
2) , (5.12)
onde Jg(q
2) possui um logaritmo cujo argumento conte´m um termo de massa que na˜o
permite que essa func¸a˜o divirja no IR, enquanto Jc(q
2) permanece na˜o massivo. Assim,
para a nossa ana´lise em que q2 → 0, o mais importante e´ o comportamento de Jc(q2).
O termo cine´tico de ghost, Jc, e´ determinado atrave´s dos diagramas (a3) e (a4) da
Fig. 3.5 ,
(a3)µν = −g2CA
∫
k
(k + q)µD(k)D(k + q)Γ˜ν(k + q,−q,−k) ,
(a4)µν = g
2CAgµν
∫
k
D(k) . (5.13)
Como o ve´rtice gluon-ghost Γ˜µ satisfaz a segunda identidade de Takahashi abeliana da
Eq. (3.16), podemos introduzir um Ansatz que satisfac¸a automaticamente essa relac¸a˜o.
Um Ansatz adequado e´ o ve´rtice de Ball-Chiu [69], dado por
Γ˜µ(r, q, p) =
(r − p)µ
r2 − p2 [D
−1(r)−D−1(p)] + A(r, p)[(r · q)pµ − (p · q)rµ] , (5.14)
onde definimos p = −q− r. Pore´m, sob hipo´teses razoa´veis no comportamento de A(r, p),
verifica-se que a parte transversa do ve´rtice, A(r, p)[(r · q)pµ − (p · q)rµ], e´ finita no IR e
seu efeito pode ser negligenciado (Apeˆndice C). Assim, podemos utilizar somente a parte
longitudinal, de forma que o nosso ve´rtice e´, enta˜o, dado por
Γ˜µ(r, q, p) =
(r − p)µ
r2 − p2 [D
−1(r)−D−1(p)] . (5.15)
Substituindo ve´rtice da Eq. (5.15) na primeira equac¸a˜o de (5.13) e tomando o trac¸o
de ambos os lados, obte´m-se
q2Jc(q
2) = CdF (q
2)[4T (q2) + q2S(q2)] , (5.16)
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onde Cd = g
2CA/[2(d− 1)] e
T (q2) =
∫
k
F (k + q)− F (k)
(k + q)2 − k2 +
(
d
2
− 1
)∫
k
F (k)
k2
, (5.17)
S(q2) =
∫
k
F (k)
k2(k + q)2
−
∫
k
F (k + q)− F (k)
k2[(k + q)2 − k2] . (5.18)
O primeiro termo da Eq. (5.18) e´ divergente e lidera a contribuic¸a˜o para Jc(q
2) na regia˜o
em que q2 → 0 [32]. Assim, podemos escrever Jc como uma soma de contribuic¸o˜es,
Jc(q
2) = J lc(q
2) + Jslc (q
2) , (5.19)
sendo J lc(q
2) dado por
J lc(q
2) = CdF (q
2)
∫
k
F (k)
k2(k + q)2
(5.20)
e Jslc a soma dos termos restantes.
Das Eqs. (5.12) e (5.19), temos
[
q2J(q2)
]′
= J lc(q
2) +
{
F (q2) + q2J ′(q2) + Jsl(q2)
}
, (5.21)
onde Jsl(q2) conte´m os termos Jg(q
2) (finito) e Jslc (q
2). Assim como no toy model, a
quantidade dentro das chaves e´ subdominante. Ale´m disso, a derivada da Eq. (5.21) e´
positiva no UV e negativa no IR profundo, enta˜o, existe um ponto qj em que[
q2J(q2)
]′
q=qj
= 0 . (5.22)
Dessa forma, a divergeˆncia de Jc(q
2) faz com que o termo cine´tico q2J(q2) adquira um
mı´nimo na regia˜o do IR (quando q = qj).
A localizac¸a˜o do ponto qj, pore´m, na˜o pode ser determinada precisamente, pois na˜o
conhecemos todos os termos que aparecem entre as chaves da Eq. (5.21). Em particular,
a dificuldade de fixar J(q2) esta´ em determinar a forma na˜o perturbativa completa de
J˜g(q
2), pois este termo envolve o ca´lculo de diagramas de dois loops vestidos (diagramas
(a5) e (a6) da Fig. 2.5), que requerem a estrutura na˜o perturbativa do ve´rtice de quatro
gluons, que e´ pouco conhecida. Entretanto, q2J(q2) pode ser determinado indiretamente
atrave´s da equac¸a˜o
q2J(q2) = ∆−1(q2)−m2(q2) , (5.23)
onde utilizaremos os resultados da rede para obter a forma de ∆−1(q2) e os resultados
obtidos atrave´s da equac¸a˜o da massa da Ref. [55].
Agora, derivando a equac¸a˜o acima em relac¸a˜o a q2, podemos verificar a existeˆncia do
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Figura 5.4: Soluc¸a˜o da equac¸a˜o da massa dinaˆmica do gluon para o fit do propagador da
rede em questa˜o.
ma´ximo do propagador de gluon, ∆(q2), atrave´s da seguinte equac¸a˜o
[
∆−1(q2)
]′
=
[
q2J(q2)
]′
+
[
m2(q2)
]′
. (5.24)
Sabemos, pela equac¸a˜o que governa a massa dinaˆmica do gluon, m2(q2), obtida em [55],
que a divergeˆncia IR de J lc(q
2) na˜o e´ cancelada por uma divergeˆncia similar de [m2(q2)]
′
.
Logo, existe um ponto q∆ no qual [
∆−1(q∆)
]′
= 0 . (5.25)
Na Fig. 5.4, temos a soluc¸a˜o da massa dinaˆmica do gluon, m2(q2) [32]. Em d = 4,
essa func¸a˜o m2(q2) e´ monotonicamente decrescente. Portanto, utilizando a Eq. (5.22) na
Eq. (5.24), obtemos
[∆−1(q2j )]
′ = [m2(q2j )]
′ < 0 . (5.26)
Logo, em qj a derivada de ∆
−1(q2) e´ negativa, o que nos leva a concluir que qj < q∆.
A Fig 5.5 revela os dados da rede para o propagador de gluon [6], juntamente com
curva utilizada aqui para descreveˆ-los [32]. Nesse caso, obtemos o ma´ximo do propagador
de gluon em q∆ = 0.10 GeV. Ale´m disso, utilizando as curvas das Figs. 5.4 e 5.5, podemos
obter o termo cine´tico do propagador dado pela Eq. (5.23) e revelado na Fig. 5.6. Assim,
temos qj = 0.09 GeV, ou seja, qj < q∆, como esperado.
A ana´lise na˜o perturbativa completa prossegue para obter o projetor R na configurac¸a˜o
ortogonal em que ϕ = pi/2 e r2 → 0. Como foi derivado em detalhes na Ref. [70], o limite
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Figura 5.5: Dados da rede obtidos na Ref. [6] e fit correspondente para o propagador do
gluon, com o ponto de ma´ximo do propagador, q∆, destacado.
de R pode ser obtido a partir da combinac¸a˜o
R(q2, 0, pi/2) = X7(q
2, 0, pi/2) + q2X9(q
2, 0, pi/2) , (5.27)
onde X7 e X9 representam dois dos dez fatores de forma que caracterizam a parte longi-
tudinal do ve´rtice de treˆs gluons,
X7(q, r, p) =
1
4
{
2
[
F (q2)J(p2)arqp + F (p
2)J(q2)arpq
]
+ r2
[
F (p2)J(r2)bqpr + F (q
2)J(r2)bpqr
]
+ (q2 − p2) [F (r2)J(q2)bprq + F (q2)J(p2)brqp
−F (r2)J(p2)bqrp − F (p2)J(q2)brpq
]
+ 2(q · r)F (p2)J(q2)drpq + 2(r · p)F (q2)J(p2)drqp
}
, (5.28)
X9(q, r, p) =
F (r2)
q2 − p2
[
J(q2)aprq − J(p2)aqrp + (r · p)J(p2)dqrp − (q · r)J(q2)dprq
]
. (5.29)
Aqui a, b e d representam os fatores de forma que aparecem na decomposic¸a˜o tensorial
do kernel gluon-ghost H [71], apresentado anteriormente no diagrama da Fig. 2.3,
Hνµ(p, r, q) = gµνaqrp − rµqνbqrp + qµpνcqrp + qνpµdqrp + pµpνeqrp , (5.30)
onde utilizamos a notac¸a˜o compacta aqrp para a(q, r, p) e notac¸o˜es equivalentes para os
demais fatores de forma.
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Figura 5.6: Termo cine´tico do propagador do gluon, com seu ponto de mı´nimo, qj, desta-
cado.
Como na configurac¸a˜o ortogonal temos
p2 = q2 + r2 ; (q · r) = 0 ; (q · p) = −q2 ; (r · p) = −r2 , (5.31)
tomando o limite r2 → 0, o fator de forma X7 se resume a
X7(q
2, 0, pi/2) = F (q2)J(q2)a(0, q,−q) . (5.32)
Ja´ para X9 na configurac¸a˜o ortogonal, obtemos
X9(q
2, r2, pi/2) = F (r2)J(p2)dqrp − F (r
2)
r2
[J(q2)aprq − J(p2)aqrp] . (5.33)
O primeiro termo da equac¸a˜o pode ser simplificado utilizando a identidade [71]
F (r2)[aqrp − (q · r)bqrp + (q · p)dqrp] = F (q2)[arqp − (q · r)brqp + (p · r)drqp] , (5.34)
que, no limite de interesse, nos fornece
q2F (0)d(q, 0,−q) = F (0)− F (q2)a(0, q,−q) , (5.35)
onde utilizamos que, no gauge de Landau, a(q, 0,−q) = 1 [72]. Para o segundo termo do
lado direito da Eq. (5.33), e´ necessa´rio realizar uma expansa˜o de Taylor de aprq e J(p
2)aqrp
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em torno de r2 = 0, de forma a obter
−F (r
2)
r2
[
J(q2)aprq − J(p2)aqrp
]
=
r2→0
F (0)
[
J ′(q2) + J(q2)
∂
∂r2
(aqrp − aprq)
∣∣∣∣
r2=0
]
. (5.36)
Assim, inserindo as Eqs. (5.35) e (5.36) na Eq. (5.33), encontra-se
q2X9(q
2, 0, pi/2) = J(q2)[F (0)− F (q2)a(0, q,−q)] + F (0)q2J ′(q2) +O(q) . (5.37)
E´ poss´ıvel, enta˜o, mostrar que
R(q2) = F (0)
[
q2J(q2)
]′
+Rsl(q2) , (5.38)
onde Rsl(q2) denota as correc¸o˜es finitas na˜o contidas no primeiro termo. Assim, o com-
portamento de R(q2) no IR profundo e´ determinado por J(q2),
R(q2) ∼
q2→0
F (0)J(q2) . (5.39)
Logo, da Eq. (5.20), temos que a contribuic¸a˜o dominante nesse limite e´
R(q2) ∼
q2→0
CdF
2(0)
∫
k
F (k)
k2(k + q)2
. (5.40)
Novamente, devido ao seu comportamento positivo no UV, R(q2) deve ser nulo em um
ponto q0 para eventualmente divergir no IR de acordo com a Eq. (5.40). A relac¸a˜o entre
q0 e os pontos q∆ e qj, pore´m, na˜o pode ser determinada analiticamente devido a falta de
conhecimento sobre a func¸a˜o Rsl. Vale a pena mencionar que recentemente dois grupos
independentes encontraram em suas simulac¸o˜es de rede em SU(3) o ponto onde o projetor
zera e comec¸a a divergir no IR [73,74].
Em resumo, a divergeˆncia causada pelos loops de ghost na˜o altera a finitude do propa-
gador de gluon no IR. Entretanto, a presenc¸a dessa divergeˆncia se manifesta pelo menos
de treˆs maneiras diferentes. Primeiramente o produto q2J(q2) tem um mı´nimo, localizado
no momento qj. Segundo, o propagador completo do gluon ∆(q
2) desenvolve um ma´ximo
localizado em um ponto denotado por q∆. Por u´ltimo, uma divergeˆncia (negativa) aparece
em um certo limite cinema´tico do ve´rtice de treˆs gluons, onde o projetor da rede R(q2) e´
proporcional a J(q2); o ponto onde R(q2) se anula e´ denotado por q0.
5.4 Toy Model com Quarks
As estimativas obtidas nas sec¸o˜es anteriores foram realizadas para um teoria de Yang-
Mills pura, ou seja, sem quarks. Como a origem desses efeitos esta´ relacionada exclu-
sivamente a presenc¸a dos loops de ghost na˜o massivos, espera-se que adicionar quarks
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Figura 5.7: Diagrama que representa a contribuic¸a˜o do loop de quarks que deve ser
adicionada a` ESD do propagador de gluon dada pela Fig. 2.5
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Figura 5.8: O propagador ∆(q2) e sua parte cine´tica q2J(q2) em d = 4 e SU(3) no Toy
Model. Temos m2 = 0.14 GeV2, M2 = 0.09 GeV2, µ2 = 18.64 GeV2, nf = 2 e αs = 0.63.
A localizac¸a˜o dos pontos q∆ e qj esta´ ressaltada nos gra´ficos.
na˜o modifique os resultados qualitativamente, apenas quantitativamente. As te´cnicas de-
senvolvidas aqui sa˜o aplicadas diretamente ao caso unquenched (com efeitos de quarks)
atrave´s da modificac¸a˜o
∆−1Q (q
2)−m2Q(q2) = q2(Jc + Jg + Jq) , (5.41)
onde q2Jq e´ o loop de quark (finito no IR) e ∆
−1
Q (q
2) e m2Q(q
2) representam, respectiva-
mente, o inverso do propagador e a massa dinaˆmica unquenched calculados em [75,76].
O diagrama de quark que contribui para a ESD do propagador de gluon QB e´ dado na
Fig. 5.7. Para determinar de que maneira a localizac¸a˜o dos pontos qj, q∆ e q0 se modifica
quando os campos de quarks esta˜o ativos, devemos incluir este diagrama na ESD do
propagador de gluon da Fig. 2.5.
Dentro do contexto de nosso toy model, podemos realizar essa ana´lise unquenched
incluindo o diagrama de um loop de quark e observar as diferenc¸as em relac¸a˜o ao mesmo
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Figura 5.9: O projetor R(q2) em d = 4 e SU(3) no Toy Model. Temos m2 = 0.14 GeV2,
M2 = 0.09 GeV2, µ2 = 18.64 GeV2, nf = 2 e αs = 0.63. A localizac¸a˜o do ponto q0 esta´
marcada no gra´fico por um c´ırculo tanto para o caso quenched quanto unquenched.
modelo para Yang-Mills pura. Neste caso, temos que
∆−1Q (q
2) = q2
[
1 + c1Ja1(q
2) + c2Ja3(q
2) + c3Ja7(q
2)
]
+m2 , (5.42)
onde Ja1 , Ja3 e Ja7 sa˜o os termos cine´ticos dos diagramas que aparecem nas Figs. 2.5 e 5.7
calculados em n´ıvel de um-loop em teoria de pertubac¸a˜o. Nessa ordem de pertubac¸a˜o,
temos que
Ja7 ∼ ln
(
q2 +M2
µ2
)
, (5.43)
onde M e´ a massa atribu´ıda para o quark, nesse caso, uma massa dura (assim como a
utilizada para o gluon no toy model). Ale´m disso, sabemos que para 4 dimenso˜es
c3 = −4
3
nf
αs
8pi
, (5.44)
sendo nf o nu´mero de quarks ativos da teoria.
Os efeitos dessa modificac¸a˜o no toy model encontram-se nas Figs. 5.8 e 5.9. Para
comparac¸a˜o, plotou-se as curvas quenched (vermelha) e unquenched (azul) do propaga-
dor e sua parte cine´tica e do termo R(q2). Ressalta-se novamente que no toy model
q∆ = qj = q0. Nota-se que esses pontos sa˜o levados mais para o IR ao adicionar o loop
de quark na teoria. Ademais, o valor mı´nimo do termo cine´tico unquenched, q2JQ(q
2), e´
menos negativo do que o caso quenched, q2J(q2). Consequentemente, o pico de ma´ximo
do propagador ∆Q(q
2) e´ menor do que o de ∆(q2). Isso ocorre porque nessa regia˜o o lo-
garitmo ln[(q2 +M2)/µ2] e´ negativo, logo c3Ja7 e´ positivo e, portanto, soma uma quantia
positiva finita ao termo cine´tico.
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Capı´tulo6
Concluso˜es
Neste trabalho, estudamos os mecanismos de gerac¸a˜o de massa dinaˆmica para o gluon.
No´s apresentamos um formalismo unificado para o tratamento autoconsistente da finitude
do propagador de gluon em n´ıvel das ESDs da teoria, formuladas dentro do esquema
de PT-BFM. Dedicamos especial atenc¸a˜o aos cancelamentos extensivos induzidos pelas
WIs obedecidas pelos ve´rtices da teoria e a` necessidade de introduc¸a˜o de polos nesses
ve´rtices para obter a massa dinaˆmica desejada. Essa ana´lise geral foi feita sem fixac¸a˜o
do paraˆmetro de gauge ξ e, portanto, indica a gerac¸a˜o de massa dinaˆmica para o gluon
independente do gauge covariante linear escolhido. Em particular, verificamos tambe´m
que a presenc¸a desses polos tambe´m altera a expressa˜o para os fatores de forma dos
ve´rtices.
Tais polos representam excitac¸o˜es de estado ligado na˜o massivas e devem ser estuda-
dos dentro do contexto de BSE. Em trabalhos anteriores [62] isso foi feito considerando
apenas a possibilidade de polo no ve´rtice de treˆs gluons. Aqui, expandimos esses ca´lculos
adicionando polos no ve´rtice gluon-ghost. Obtivemos, enta˜o, um sistema de equac¸o˜es
integrais homogeˆneas acopladas, que ainda deve ser resolvido numericamente.
Adicionalmente, estudamos alguns efeitos da gerac¸a˜o de massa dinaˆmica para o gluon
aliada ao comportamento divergente do propagador de ghost, que permanece na˜o massivo
na˜o perturbativamente. Logo, os loops de ghost contidos em algumas ESDs da QCD
divergem no IR devido a massa nula do ghost. Tal divergeˆncia impacta pelo menos duas
func¸o˜es de Green dessa teoria, o propagador do gluon e o ve´rtice de 3 gluons. Seus efeitos
sa˜o a gerac¸a˜o de um ma´ximo no propagador do gluon, ∆(q2), em q∆, de um mı´nimo no
termo cine´tico desse propagador, q2J(q2), em qj e a existeˆncia de um ponto q0 em que o
projetor R(q2) cruza o zero, a partir de onde essa func¸a˜o comec¸a a divergir negativamente
no limite IR.
Os efeitos acima descritos foram calculados para uma teoria de Yang-Mills pura. Po-
re´m, como a origem desses esta´ relacionada exclusivamente a presenc¸a dos loops na˜o
massivos de ghost, ao adicionar campos de quark, a diferenc¸a esperada e´ meramente
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quantitativa, ja´ que a inclusa˜o de loops de quark na˜o introduz nenhuma nova divergeˆncia
que possa vir a cancelar a divergeˆncia do propagador de ghost. Tal fato foi verificado ao
adicionar a aproximac¸a˜o de um loop (perturbativo) de quark ao toy model aqui utilizado.
Nesse caso, o ma´ximo no propagador de gluon, o mı´nimo no termo cine´tico do propagador
e o ponto em que o projetor R cruza o zero continuaram existindo, mas passaram a ocor-
rer para um valor menor de q2 em relac¸a˜o ao caso quenched. A ana´lise na˜o perturbativa
completa para o caso unquenched esta´ em andamento e esperamos que em breve possamos
divulgar nossos resultados.
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ApeˆndiceA
ESD para o propagador de gluon
Neste apeˆndice, apresentaremos os passos para a derivac¸a˜o da ESD do propagador
de gluon na QCD. Comec¸amos com a Lagrangiana renormalizada da QCD, obtida pela
aplicac¸a˜o das regras de (1.49) na Eq. (1.1),
LQCD = ZQ 1
2
Aµa
(
∂2gµν +
(
1
ZQξ
− 1
)
∂µ∂ν
)
Aνa
− Zc ca∂2ca − Z1 gfabc ca∂µ(Aµb cc)− Z3 gfabc (∂µAaµ)AµbAνc (A.1)
− Z4 1
4
g2fabef cdeAµaA
ν
bA
c
µA
d
ν + Z2 ψ(iγ
µ∂µ − Zmm)ψ + Z1Fgψγµλ
a
2
ψAµa ,
onde Z1F e´ a constante de renormalizac¸a˜o do ve´rtice quark-gluon,
Γµq,R = Z1FΓ
µ
q . (A.2)
Ademais, foram utilizadas as seguintes relac¸o˜es:
Z1F = ZgZ2Z
1/2
Q ; Z3 = ZgZ
3/2
Q ; Z1 = ZgZcZ
1/2
Q ; Z4 = Z
2
gZ
2
Q, (A.3)
que sa˜o resultantes das STIs da QCD.
Para obter a ESD do propagador de gluon, precisamos derivar a ac¸a˜o em relac¸a˜o ao
campo Aµ duas vezes, como no caso do propagador de fo´ton. Para simplificac¸a˜o das
expresso˜es daqui por diante, definimos∫
D[φ] i
[
δS
δφ
+ J
]
exp
{
i
(
S(φ) +
∫
dxJφ
)}
=:
〈(
δS
δφ
+ J
)〉
. (A.4)
Conforme a Eq. (1.29), a expressa˜o acima e´ igual a zero, de forma que〈(
δSQCD
δAµ(x)
+ Jµ
)〉
= 0 . (A.5)
91
Ale´m disso, sabemos que o campo de gluon, Aµ, pode ser substitu´ıdo por um derivada
em relac¸a˜o a corrente Jµ. Assim, realizando uma derivada adicional δ/δJν(y), temos o
resultado 〈(
δSQCD
δAaµ(x)
Abν(y)
)〉
= −δabgµνδ4(x− y) . (A.6)
A partir da Eq. (A.1), obtemos a ac¸a˜o SQCD e podemos calcular o lado esquerdo da
equac¸a˜o acima,〈(
δSQCD
δAµa(x)
Aνb (y)
)〉
= ZQ
(
∂2gµρ +
(
1
ZQξ
− 1
)
∂µ∂ρ
)
〈Aρa(x)Aνb (y)〉
+ Z1 gf
ade
〈
(∂µc
d(x))ce(x)Aνb (y)
〉
+ Z1F gγµ
λa
2
〈
ψ(x)ψ(x)Aνb (y)
〉
+ Z3 gf
ade〈{(∂Ad(x))Aeµ(x) + (∂µAdρ(x))Aρe(x)
− 2(∂ρAdµ(x))Aρe(x)}Aνb (y)〉
− Z4 g2fackfdek〈Aρc(x)Adµ(x)Aeρ(x)Aνb (y)〉 . (A.7)
Contudo, e´ mais interessante olhar para a equac¸a˜o que envolve o gerador de diagramas
pro´prios, ΓQCD, pois (
∆−1
)ab
µν
=
δ2ΓQCD
δAµaδAνb
. (A.8)
E´ poss´ıvel, enta˜o, verificar que
δ2ΓQCD
δAµaδAνb
= ZQ
[
∂2gµρ −
(
1− 1
ZQξ
)
∂µ∂ν
]
δabδ(x− y)
+ Z1 gf
ade
∫
d4z〈Aνb (y)Aρc(z)〉−1
〈
(∂µc
d(x))ce(x)Aρc(z)
〉
cn
+ Z1F gγµ
λa
2
∫
d4z〈Aνb (y)Aρc(z)〉−1
〈
ψ(x)ψ(x)Aρc(z)
〉
cn
+ Z3 gf
ade
∫
d4z〈Aνb (y)Aρc(z)〉−1{−〈Aρc(z)Aσd(x)∂µAeσ(x)〉
+ 〈Aρc(z)Aσd(x)∂σAeµ(x)〉+ 〈Aρc(z)∂σAσd(x)Aeµ(x)〉}
+ Z4 g
2fafgf gde{δbf〈Adµ(x)Aeν(x)〉+ δbe〈Afν(x)Adµ(x)〉
+ δbdgµν〈Aρf (x)Aeρ(x)〉}δ(x− y)
+ Z4 g
2fafgf gde
∫
d4z〈Aνb (y)Aρc(z)〉−1〈Aρc(z)Aσf (x)Adµ(x)Aeσ(x)〉cn , (A.9)
onde utilizamos a identidade funcional
δ
δAaµ(x)
=
∫
d4z
δJνb (z)
δAaµ(x)
δ
δJνb (z)
= −
∫
d4z
δ2Γ
δAaµ(x)δA
b
ν(x)
δ
δJνb (z)
. (A.10)
Ale´m disso, o subscrito cn que aparece na Eq. (A.9) representa a correlac¸a˜o somente de
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diagramas conectados, por exemplo,
〈cc(z)cb(y)Aaµ(x)〉cn :=
δ3W [J, σ, σ]
δσb(y)δσc(z)δJaµ(x)
∣∣∣∣
σ=σ=J=0
, (A.11)
sendo σ e σ as fontes correspondentes aos campos de ghost c e c, respectivamente. Tal
correlac¸a˜o ghost-gluon de treˆs pontos pode ser decomposta na func¸a˜o de ve´rtice ghost-
gluon (incluindo somente diagramas pro´prios),
gΓabcµ (x, y, z) =
δ3ΓQCD[A, c, c]
δcc(z)δcb(y)δAaµ(x)
∣∣∣∣
c=c=A=0
, (A.12)
e deve possuir propagadores de ghost, Dab, e gluon, ∆abµν , conectados a`s pernas. No
formalismo covariante, func¸o˜es de treˆs pontos conectadas e completas sa˜o equivalentes, de
forma que
〈cc(z)cb(y)Aaµ(x)〉 = 〈cc(z)cb(y)Aaµ(x)〉cn (A.13)
= g
∫
d4u d4v d4w∆adµν(x− u)Dce(z − v)Γdefν (u, v, w)Dfb(w − y) ,
O mesmo ocorre para as demais func¸o˜es de correlac¸a˜o. Assim, pode-se obter a ESD para
o propagador de gluon resultante,
∆−1µν (x− y) = ZQ[∆(0)]−1µν (x− y)
+ Z1
∫
d4x1d
4x2d
4y1d
4y2 Γ
(0)
µ (x, x1, x2)D(x2 − y1)D(y2 − x1)Γν(y, y1, y2)
+ Z1F
∫
d4x1d
4x2d
4y1d
4y2 Γ
(0)
q,µ(x, x1, x2)S(x2 − y1)S(y2 − x1)Γν(y, y1, y2)
+ Z3
1
2
∫
d4x1d
4x2d
4y1d
4y2
× Γ(0)µαβ(x, x1, x2)∆βγ(x2 − y1)∆αδ(x1 − y2)Γνγδ(y, y1, y2)
+ Z4
1
2
∫
d4x1d
4x2 Γ
(0)
µναβ(x, y, x1, x2)∆
αβ(x1 − x2)
+ Z4
1
6
∫
d4x1d
4x2d
4x3d
4y1d
4y2d
4y3 Γ
(0)
µαβγ(x, x1, x2, x3)
× ∆αλ(x1 − y3)∆βσ(x2 − y2)∆γρ(x3 − y1)Γνρσλ(y, y1, y2, y3)
+ Z4
1
2
∫
d4x1d
4x2d
4x3d
4y1d
4y2d
4y3d
4z1d
4z2 Γ
(0)
µαβγ(x, x1, x2, x3)
× ∆αρ(x1 − y1)∆βλ(x2 − y3)Γρσλ(y1, y2, y3)∆σκ(y2 − z2)
× ∆γδ(x3 − z1)Γνδκ(y, z1, z2) (A.14)
onde omitimos os ı´ndices de cor.
Finalmente, utiliza-se a transformada de Fourier para obter a equac¸a˜o no espac¸o de
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momentos. O resultado encontra-se na Eq. (1.50), onde negligenciamos o termo pro-
porcional a Z1F (aproximac¸a˜o quenched) e extra´ımos a constante de acoplamento g das
definic¸o˜es de ve´rtice para maior destaque.
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ApeˆndiceB
Ve´rtices de PT-BFM
As seguintes definic¸o˜es de ve´rtice foram empregadas no Cap´ıtulo 3, onde utilizamos a
convenc¸a˜o em que todos os momentos do ve´rtice em questa˜o esta˜o entrando:
iΓQaµQmα Qnβ (q, r, p) = gf
amnΓµαβ(q, r, p); iΓBaµQmα Qnβ (q, r, p) = gf
amnΓ˜µαβ(q, r, p),
iΓcnQaµc¯m(p, q, r) = gf
amnΓµ(q, r, p); iΓcnBaµc¯m(p, q, r) = gf
amnΓ˜µ(q, r, p);
ΓQaµQmα QnβQrγ (q, r, p, t) = −ig2Γamnrµαβγ (q, r, p, t); ΓBaµQmα QnβQrγ (q, r, p, t) = −ig2Γ˜amnrµαβγ (q, r, p, t).
(B.1)
Em n´ıvel de a´rvore temos,
Γ
(0)
µαβ(q, r, p) = gαβ(r − p)µ + gµβ(p− q)α + gµα(q − r)β,
Γ˜
(0)
µαβ(q, r, p) = gαβ(r − p)µ + gµβ(p− q + ξ−1r)α + gµα(q − r − ξ−1p)β,
Γ(0)µ (q, r, p) = −rµ,
Γ˜(0)µ (q, r, p) = (p− r)µ,
Γ
(0) amnr
µαβγ (q, r, p, t) = f
aref enm(gµβgαγ − gµαgβγ) + famef ern(gµγgαβ − gµβgαγ)
+ fanef erm(gµγgαβ − gµαgβγ),
Γ˜
(0) amnr
µαβγ (q, r, p, t) = Γ
(0) amnr
µαβγ (q, r, p, t). (B.2)
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ApeˆndiceC
Parte transversa do ve´rtice Γ˜µ
A contribuic¸a˜o da parte transversa de Γ˜µ para o termo cine´tico Jc(q
2), denotada como
J tc(q
2), e´ dada por
q2J tc(q
2) ∼
∫
k
kµD(k)D(k + q) {(k · q)(k + q)µ − [(k + q) · q]kµ}A(k, k + q) (C.1)
∼
∫
k
D(k)D(k + q)A(k, k + q)[(k · q)2 − q2k2] , (C.2)
a menos de constantes e a func¸a˜o de dressing do ghost F (q2) (finita no IR). Passando para
coordenadas esfe´ricas e usando que (k · q)2 = q2k2 cos2 θ, obtemos
J tc(q
2) ∼
∫
k
D(k)D(k + q)A(k, k + q)k2 sin2 θ . (C.3)
Enta˜o, fazendo k2 = y e lembrando que D(k2) = F (k2)/k2, temos em q = 0,
J tc(0) ∼
∫ ∞
0
dy F 2(y)A(y) . (C.4)
Assim, se assumirmos que no IR profundo, A(y) ∼ ya, enta˜o, o limite inferior dessa
integral e´ finito desde que a > −1, lembrando que F (y) satura para um valor constante
no IR. Em outras palavras, a parte transversa do ve´rtice gera uma contribuic¸a˜o finita
(portanto subdominante) para Jc(q
2), desde que A(y) divirja mais fracamente do que um
polo simples. Tal condic¸a˜o aparenta ser relativamente fa´cil de ser satisfeita, especialmente
devido ao fato de que a representac¸a˜o diagrama´tica de Γ˜µ na˜o inclui um loop de ghost em
primeira ordem [32].
